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Exercice 1. Diagonalisation On pose A= 1 2 1 |. Le but de cet exercice est de calculer A™ pour n € N.
1 1 2
x
1) On pose X = [ y | et A un paramétre réel.
z
2r  + y + z = A
(By) AX =)X & r + 2y + z = Ay
r + y + 2z = Az
2-XNz + y + z = 0
& z + 2-Ny + z = 0
Tz + y + 2=-XNz = 0

Rem : on pourrait defagon classique, échelonner, en commencant par un échange de Lj et L2 pour avoir le pivot 1 en premiére
position.
Il y a plus astucieux ici en remarquant que chaque colonne a les mémes coefficients et donc on fait Ly < Ly + Lo + Ls3.

(A-XNz + (@-Ny + (d-XNz = 0
(By) & e+ (2-Ny + z =0
z + v+ @-Nz = 0
e Si =4,
z + 2y + z =0
(EA)<:>{m + y + —2z = 0 Lo+ Lx—1Ly
PRD B -2y + z = 0
+ y 4+ —2z = 0 Lo< Lo—1I1
{xz
<~
Y=z
e Si X #4, on fait Ly « ;25 L1,
z + y o+ z =0
(B e = + 2-Ny + 2= 0 lacla—b
x + y + (2=XNz = 0 L3+« Lz3—1L
x + y o+ z =0
o (1—Ny = 0 Lo« La—1In
1-XNz = 0 Lz« Lz—1Is
e Si\#1,
(Ex)er=y=2=0.
eSiA=1,
(Ex) e z+y+2z=0.
Conclusion :
z
z| /z€R siA=4
z
—y—z
Sy = v | /@R sia=1
z
0
0 sinon
0

On pose \1 =4 et A\g = 1.

2) S, est ensemble des solutions d’une équation linéaire homogéne donc | Sy est un sous-espace vectoriel de M3z1(R) |.

D’aprés 1),
1
S>\1 = Vect (Xl) ou Xi1=11
1

Rem : ce qui prouve autrement que Sy, est un sev de M31(R). Donc (X1) engendre Sy, ; de plus (X1) est libre car X1 # 031

donc | (X1) est une base de Sy, [




1 1
S>\2 = Vect (X2, X3) oi Xo=|—-1] et X3= 0
0 -1
Donc (X2,X3) engendre Sy,; de plus (X2,X3) est libre car X2 et X3 ne sont pas proportionnels donc
(X2, X3) est une base de Sy, |

3) On pose P = (X1|X2|X3). Alors
AP = (AX1]|AX2|AX3) = (4X1]X2|X3) = (X1]X2|X3)Diag(4, 1, 1).

Avec | D = Diag(4,1,1) on a bien AP = PD |

1 1 1
4H P=1 -1 0.
1 0 -1
T a
Soit X =| y|letY=15b]|,
z c
t + y 4+ z = a Li+ $(Li+La+Ls)
PX=Y < r — y = b
x - z = ¢

:%(a-l—b-l—c)
& y:%(a72b+c)
z:%(a+b72c)

Le systéme admet une unique solution donc P est inversible avec P! = %

5) Comme AP = PD alors | D = P~1AP | puis par récurrence (laissée au lecteur) : [ vn € N, D® = P~1A"P |

—_ =
|
[\e}
(=
[N}

4™ 0 0
6) Comme D est diagonale, alors D= 0 1" 0 |. Donc
o o 17
1 (4742 4r—1 4an -1
A" =PD"P l=_(4"—-1 4742 471
3\an—1 am -1 442

Exercice 2

— Partie |- Etude d'un endomorphisme de R®

1) Soient u = (z,y,2) et v = (z/,y’, 2') dans R3 et X réel,
fOu+v)=fAz+2" Ay +y', Az +2)
=(yw+y)—(z+2), Qe+2)+ Qy+y)+ (e +2), 2z +a") =2y +y) — A2+ 7))
=M=y —2)+ (=¢ =2), Me+y+2)+ (& +y +2), A (22" =2y —2') + (—22' -2 — &)
fOu+v) = Af(u) + f(v).

f est donc linéaire. De plus f va de R3 vers R3 donc | f est un endomorphisme de R3 |

Soient u = (x,y,2) € R3, v = (a,b,c) € R3,

—y—z =a L1+ L1+ Lo x =a+b r = a-+b
f(xyyvz):(avbvc)<:> r+y+=z =b <~ r+y+z =a+bdb & y = —a—2b—c
—2x—2y—z =c¢ L3<+— L3+2L> z =c+b z = c+b

Ce sytéme admet toujours une unique solution, ce qui prouve que f est une bijection.

Par conséquent, | f € GL (]R3) .



2) On pose g = f — Id. Soit u = (z,y,2) € R3

u € Kerg = f(x,y,z) - ($7y7 Z) = (07070)

—-y—z—x =0
= r+tyt+tz—y =0
—2r—-2y—z—2z =0
—z—y—z =0 L1+ Li+ L2
& T+ z =0
—2r —2y—2z =0 =21
y=0
<:>{ rz+2z=0

< u=(z,0,—x)

Posons €1 = (1,0, —1) ainsi F' = Vect (¢1) et comme €1 n’est pas le vecteur nul, la famille (¢1) est libre.

Par conséquent, | (1) est une base de F' |

Puis
Im g = Vect(g(1,0,0),9(0,1,0), 9(0,0,1))
= Vect((—1,1,-2),(-1,0,-2),(—1,1,—-2)) Cy1 + C1 —C2 puis Oz + —Cz et C3 =C1Img = Vect((0,1,0),(1,0,2)).

Posons €2 = (0,1,0) et e3 = (1,0,2). La famille (e2,€3) est libre car ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels. Par conséquent,

| (e2,€3) est une base de Im g |

3) -a- Soit (x,y,2) € R3,

FPayz)=(—@+y+z)— (202 —2),(~y—2) + (@ +y+2) + (-22— 2y — 2),-2(~y — 2) =2z +y +2) — (~22 — 2y — 2))

|f2($7y72):(m+97*$*2y*272y+z)|

-b- Soit (z,y, z) € R3, on additionne le résultat précédent &

et on obtient | h(z,y,z) = (22 — 2,0, =22 + z) |

-c- Soit u = (z,vy,2) € R3,

u=(z,y,2) € Kerh & h(u) =(0,0,0) &2z — 2 =0 < u = (z,y, 22).

Alors Kerh Vect(e2,e3) ou e2 = (0,1,0) et e3 = (1,0,2) (de la question 2)). Par conséquent,
| (e2,€3) est une base de Kerh |

4) F = Vect (1) et G = Vect (e2,e3) donc F + G = Vect (€1, €2,€3).
Soit u dans R on pose u = (z,y, z) € R3,

uEF+G’¢>3(a,b,c)6R3/a51+b52+053:u

a+c = x L3<+—L3+11
< 3(a,b,c) €R3/ b = y
—a+2c = =z
a +c¢c = x
& 3(a,b,c) €R3/ b = y
3c = z+z2

Ce systéme admet une unique solution, donc tout vecteur u de R3 se décompose donc de facon unique comme somme d’un vecteur

de F' et d’un vecteur de G, ceci prouve que | F et G sont supplémentaires dans R3 |.

5) D’aprés 2) et 3)-c-, [ Im g = Ker h | = Vect(e2, €3).

On en déduit que : Yu € R3, g(u) € Kerh c’est a dire : Yu € R3, h(g(u)) = Ogs.

On déduit [ ho g = 0,3y |

Orhog=(f2+ f+1Id)o(f —Id) = 3 — Id d’aprés les régles de calculs dans ’anneau (L(E), +,0) et car f et Id commutent.

— Partie Il - Etude du cas général

Soient E un K-espace vectoriel et ¢ un endomorphisme de E vérifiant ¢3 = Id.

On pose F = Ker(p — Id) et G = Ker(¢? + ¢ + 1d).

1) Soit u € F NG alors p(u) = ucaru € F on en déduit que ¢?(u) = p(u) = u.
Or comme u € G, on a (p? + ¢+ Id) (v) = Op cest-a-dire p?(u) + p(u) + Id(u) = O ainsi 3u = O donc v = O  donc
FnNnGcC{og}.
Inversement, {0} C FNG car F et G sont des sev de E.




Par conséquent, | FNG = {0g} |

2) Soit u € E.
Montrons que u; € F,
1 1
w =5 (PP e +u)  done pu)=3( P+ +pw) =u
——
=u car p3=Ild
donc ¢ (u1) = uy c’est a dire: (¢ — Id) (u1) = Og ainsi u1 € Ker(p — Id) donc .
Montrons que uz € G,
1 1 1
ws = = (W) — p(u) £ 20)  donc  p(us) = 2( @P(u) —¢P(w)+20(w) et ¢ (u2) = = (—p(u) — ¥} (w) +26%(w)).
3 3 N—— 3 N——
=u car p3=Ild =u
On ajoute ces trois égalités, et on obtient: (<p2 + @+ Id) (u2) = 0p c’est-a-dire : ug € Ker (<p2 + o+ Id) donc .
3) Soit u € E. On définit u1 et et ug comme ci dessus, on remarque que ui + u2 = u avec u1 € F et ug € G donc u € F + G ou
ECF+G.
Inversement, F'4+ G C E car F et G sont des sev de F donc E = F 4+ G.
Or d’aprés II-1), F NG = {0g} donc, d’aprés la caractérisation des sous espaces vectoriels supplémentaires, on en déduit que:
FeG=FE|
1
4) On pose p = 3 (—¢? —p+21d).
-a- - Comme ¢ € L(E), par opération dans I’anneau et I’espace vectoriel L(E) on a p € L(E).
Puis, en utilisant les opérations dans L£(E),
1 1
pop= 3 (—<p2 —go+2[d) 05 (—@2 —<p+2]d)
1
= (9" + ¢° 20+ % +9® — 20— 2" — 20 + 41d)
9" ~
= =Id =Id
1
=3 (—3p? — 3¢ + 61d)
1
=3 (—¢® —p+21d) =p.
Donc p o p = p. Conclusion, d’aprés la caractérisation des projecteurs, |p est un projecteur de E |
-b- Comme p est un projecteur Im p = Ker(p — Id), donc
1 1
Imp = Ker (g (—QOQ -+ QId) - Id) = Ker (g (—<p2 —p— Id)) = Ker (302 + e+ Id)
donc [ Im(p) = G |
Puis montrons que Ker p = F' par double inclusion.
C : soit u dans Ker(p) alors
1
5(74p27<p+21d) (u) =0g donc —@%(u) — p(u) + 2u = 0g.
Donc en appliquant ¢,
—¢%(u) — ?(u) + 2¢(u) = ¢ (0p)
donc
—u— @?(u) + 2¢(u) = 0p = —p%(u) — p(u) + 2u  clest-a-dire  — 3u + 3p(u) = 0.
Donc u € Ker(¢ — Id), d’ou Ker(p) C F.
S
F
D : soit u dans F alors (¢ — Id)(u) = 0 donc ¢(u) = u donc ¢?(u) = p(u) = u.
Or p(u) = % (—¢%(u) — p(u) + 2(u)) et donc p(u) = %(—u —u+ 2u) = 0g donc u € Ker(p) d’ou F C Ker(p).
Finalement | Ker(p) = F |.
p étant un projecteur de E, Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans E, c’est-a-dire: | F& G =FE |
fffff Partie Ill - Etude d’une équation différentielle
| Cette partie est facultative |
On cherche dans cette partie les solutions de classe C3 sur R de ’équation différentielle: (£) y"’ = y.

On note dans cette partie E I'ensemble {f € C3(R) / f""' = f}.



1) e Tout d’abord que E est inclus dans C3(R).
e Notons @ la fonction nulle sur R . 6 est de classe C3 sur R et "/ = 0 donc § € E donc E # ().

e Soient f et g dans E et A réel.
Par opérations sur les fonctions de classe C3, Af + g est de classe C3 sur R.
De plus

()\f‘f’g)ﬂl — )\f/// +gl/l
=\+g  car(f,g9) € E%.
AinsiA\f+g€E

E est donc un sous-espace-vectoriel de C3(R) |

2) Pour f € E, on pose ¢(f) = f'.

-a- Soit f dans E. f est alors de classe C3 sur R et f”/ = f donc f' est de classe C3 sur R, donc f est de classe C% sur R
donc f’ est de classe C® sur R, or ¢(f) = f ainsi ¢(f) est de classe C3 sur R. De plus f"/ = f donc f" = f’ c’est-a-dire
(o(£))" = o(f) donc ¢(f) € E - ¢ est bien une application de E vers lui méme.

Puis ¢ est linéaire car la dérivation est linéaire.

Par conséquent, | ¢ est un endomorphisme de E |

-b- Soit f dans F,
PO(f)=f"=fca fEE.

3) On pose I’équation différentielle: (£1) y' —y =0.

-a- Soit y une solution de I’équation différentielle (£1).
y est continue et dérivable sur R et ¢/ = y donc y’ est continue sur R donc y est de classe C! sur R, mais 3’ = y donc 3 est
de classe C! sur R d’oti y est de classe C2 sur R. On recommence, y’ =y donc 3’ est de classe C2 sur R, donc y est de classe
C3 sur R. Enfin, y’ =y donc g/ =y’ =y donc ¢/’ =y’ =y.
Par conséquent, y est de classe C3 sur R et 3"/ = y c’est-a-dire, y appartient & E.

Donc, | toute solution de (€1) est élément de E |.

-b- (&£1) est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogeéne.

On pose a:xz+> 1 et A:z+— x une primitive de a sur R. | L’ensemble-solution est Sy = {

-c- Comme toute solution de (£1) est élément de E, on reconnait que:
y est solution de (1) >y € E et ¢(y) —y=0.
Ainsi: S(g,) = Ker(p — Id) d'ot: Ker(p — Id) = Vect (f1) ott f1: x> e®.

f1 n’est pas I'application nulle donc la famille (f1) est libre donc (f1) est une base de Ker (¢ — Id) |

4) On pose I’équation différentielle: (£2) y” +vy' +y=0.
-a- Raisonnement similaire & I1I-2)-a-.

-b- (&2) est une équation différentielle linéaire du second ordre homogéne.
Onpose () :r2+r+1=0&r= ——1;|:2i\/§_

R — R

; _ : — =z 2
L’ensemble-solution est Sg,) { v o e ()\cos (@m) + psin (%g&) /(A ) eR } .

-c- Comme toute solution de (£2) est élément de E, on reconnait que:

y est solution de (£2) @y € E et ¢*(y)+¢(y) +y=0

Ainsi: S(g,) = Ker(p?+p+1d) d’ou: Ker(p?+¢@+1d) = Vect (f1, f2) ot f1 : x e cos (§J3> et fo:x— e sin (@x)

f1 et f2 ne sont pas proportionnelles donc la famille (f1, f2) est libre donc (f1, f2) est une base de Ker (p2 + ¢ +Id) |

5) On reconnait que Sg = E.
Par ailleurs, comme ¢ est un endomorphisme de E vérifiant ¢® = Id, d’aprés la partie B, Ker(¢ — Id) et Ker (<p2 + o+ Id) sont
supplémentaires dans E. Donc

E = Ker(p — Id) @ Ker (¢® + ¢ + Id) = Vect (f1) @ Vect (f2, f3) = Vect (f1, f2, f3) -

Par conséquent:

R — R 3
Se=9q . )\eerue*T“COS(isx)+Ve%msin<73x> [/ (Msp,v) €R® 5L

ot



