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Exercice 1

Dans tout ce probléme FE désigne un R-espace vectoriel de dimension finie.

On note Og le neutre de £, Oz (g) I'application nulle de E et Idg I'application identité de F.
Si f est un endomorphisme de F, on note f2 = fo fet f2= fo fof.

Partie | - Premier exemple: £ = R?

R? — R3

Dans cette partie £ = R3. On pose 'application (@,9,2) = (@+y+z—c—y+z2)"

1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2) Déterminer une base de Im f2 et Ker f2. Puis montrer que Im f2 et Ker f? sont supplémentaires dans FE.

3) Déterminer une base de Ker(f — Idg). Puis vérifier que Ker(f — Idg) = Im f2. Déduire alors, que Ker f2 et
Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans F.

Partie Il - Deuxiéme exemple: F = Ry[X]

Ry X] — Ro|X
Dans cette partie E = Ry[X]. On pose 'application / 2][3 ) o p +2/P£7(2))X

1) Veérifier que f est un endomorphisme de Ro[X].

2) Déterminer Im f2, rg f2 puis Ker f2. On donnera une base du noyau et une base de I'image.

3) Montrer que Im f? et Ker f? sont supplémentaires dans E.

4) Déterminer une base de Ker(f — Idg). Puis vérifier que Ker(f — Idg) = Im f2. Déduire alors, que Ker f? et
Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans F.

—— Partie Ill - Cas général

On revient au cas général o E est un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € L(E) un endomorphisme de E différent de I’endomorphisme nul 0. (g et vérifiant 2= f2
On pose F' = Ker f? et G = Ker(f — Idg).

1) Démontrer que FNG = {0g}.

2) Vérifier que f? est un projecteur.

3) Montrer que l'on a Im f? = Ker(f — Idg).
)

4) En déduire que F & G = E.

Exercice 2 Soit F un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E.
1) Montrer que la suite (Im f*)en est une suite décroissante au sens de l'inclusion c’est-a-dire :
Vk eN, Imf*t cIm fk,
Montrer que la suite (Ker f*),cy est une suite croissante au sens de 'inclusion c’est-a-dire :

Vk eN, Kerf¥c Ker fF1

2) Montrer que si pour un entier k, Ker f* = Ker f*+1 alors : Vm > k, Ker f™ = Ker f*.

3) Montrer que si pour un entier k, Im f* = Im f*+! alors : Vm > k, Im f™ = Im f*.

4) | Facultatifl | On suppose que E est de dimension finie n |

Soit s (en supposant qu'il existe) le plus petit entier k tel que Ker f¥ = Ker f*+1.
Soit 7 (en supposant qu'il existe) le plus petit entier k tel que Im f* = Im f¥+1.




-a- Montrer que les entiers r et s existent et sont inférieurrs ou égaux a n.
-b- Montrer que si s < 7, alors Im f* = Im f", puis s = r.
-c- Montrer que si r < s, alors Ker f* = Ker f", puis s = 7.

-d- Conclure que r = s.

5) | Archi facultatif | On suppose toujours que | FE est de dimension finie n |

-a- On pose pour tout k € N, §;, = dim(Im f*) — dim(Im f*+1).
Montrer que pour tout k € N, § = dim(Ker f**1) — dim(Ker f*).
On souhaite prowver dans la suite que cette suite (9y) est décroissante

-b- Justifier I'existence d’une sous-espace vectoriel Dy, tel que Im f¥ = Im f**t! @ Dj, et déterminer dim Dj,.
-c- Etablir que Im f*+1 = Im 52 + f(Dy).
-d- En déduire que ;41 < g pour tout k € N.



