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La rigueur, la clarté du raisonnement entrent dans une part importante de la note finale :
e chaque variable utilisée dans une démonstration doit étre définie

e chaque résultat annoncé doit étre justifié en citant précisément un théoréme du cours avec ses hypothéses
exactes ou en citant le numéro d’une question précédente du probléme

e toute question améne une réponse qui doit étre encadrée

e les calculs doivent étre détaillés et expliqués a l'aide de phrase en frangais

e les notations de I’énoncé doivent étre respectées

e les copies doivent étre numérotées

e on peut sauter des questions en précisant, s’il y a lieu, que l'on admet les résultats non prouvés
e on peut traiter les exercices dans I’ordre qui vous convient.

Les copies mal présentées encourent une pénalité de deux points sur vingt.

LES CALCULATRICES SONT INTERDITES
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Exercice A l'aide du théoréme des accroissements finis déterminer lim ((9: + l)e=+1 — xew) .
Tr—+o0

Probleme 1. Calcul de {(2).

1
Le but de ce probléme est de déterminer la limite de la suite (s,,) définie pour n > 1 par: s, = Z —

I. Etude préliminaire d’un polynéme
Soit m > 2 un entier. On pose P = (X +1)" — (X —1)".
1) Déterminer le degré de P et préciser son coefficient dominant.
2) Démontrer que les racines de P sont toutes imaginaires pures.
3) On pose
) km
Vk e [1,n—1], x, = —icotan | —
n

cosx
Rappel: La fonction cotangente est la fonction définie par cotan : x —

sinx’
Montrer que les racines complexes de P sont les nombres x pour k € [1,n — 1].

4) En déduire la décomposition de P en facteurs irréductibles sur C.

On considére les deux fonctions symétriques élémentaires suivantes :

n—1

Ulzg T et og= E TpZy
k=1

1<p<gsn—1

qui sont respectivement la somme des racines de P et la somme des produits de deux racines distinctes de P.

5) A l'aide des relations coefficients/racines, donner la valeur de o et 0.

n—1
6) Exprimer E x7 en fonction de oy et 0.
k=1

7) En déduire que




I1. Application

Soit p > 1 un entier.

8) On rappelle que pour tout x € }O, g {, on asinr < r < tanz.
1
En déduire que pour tout x € ]O, - [, cotan®(z) < — <1+ cotan?(z).
x
9) Vérifier que Vz €]0, 7[, cotan(m — x) = — cotan(z), en déduire que
% o (_km p(2p — 1)
Z cotan 3 1 = 3
k=1 P+
1
10) Déduire des résultats précédents la limite de la suite (s,) définie par s, = Z w2

k=1

Probléme 2. Interpolation de Lagrange

Partie | - Définition du polynéme d’interpolation de Lagrange

On rappelle que K désigne R ou C et que K,,[X] est ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a n et
a coeflicients dans K.
Soient n € N, (aii)ogign € K+t et (yi)ogign S K"+,

1) Montrer qu'il existe une famille (L;)o<;<n de polynémes de K, [X] telle que :
o 1 siiei
V(i.9) € 0], Liz)={§ SiZ4.
On donnera I’expression de ces polynomes.
2) En déduire qu'il existe un polynome P de K,[X] tel que :

v] € H07nﬂv P(SC]) =Y.

3) Démontrer 'unicité de ce polyndome P.
4) Application. On pose g =0, 1 = 1, 9 = 2.
-a- Déterminer les polynémes Lg, Ly et Lo.
-b- Expliciter alors 'unique polynéme P € Ky[X] tel que

P(xo) =3, P(x1)=5, P(z2)=09.

La partie I, montre donc que si f : [a,b] — R est une fonction donnée et (z;)o<i<n sont des points distincts de
[a, b] alors il existe un unique polyndéme P € R,,[X] tel que :

Vi e [0,n], P(x;)= f(z;).

P est appelé le polynéome interpolateur de f aux points (2;)o<i<n- Graphiquement, les courbes représentatives de f
et P coincident aux points d’abscisses (x;)ogi<n-

A titre d’exemple, vous avez ci-dessous le graphe d’une fonction f (trait plein) et de son polynéme interpolateur avec
n = 10 (traits pointillés). Les deux courbes sont confondues aux points d’interpolation mais peuvent étre éloignées
en dehors. On peut cependant espérer que si le nombre de points d’interpolation est grand, les deux courbes vont
étre “proches”.
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Dans la suite du probléme on souhaite mesurer I’écart entre f et P.
Partie Il - Estimation de I'erreur

On fixe (a,b) € R? avec a < b.
Soient f € C"**([a,b]), (zi)o<i<n des points distincts de [a,b] et P le polynome d’interpolation de f aux points
(:)ogicn défini en fin de partie I.

On pose également le polynome
n

Tn+1 = H(X — xz)

=0

Le but de cette partie est d’exprimer ’écart maximal entre f et P.

1) Deux résultats préliminaires.

-a- Soit g : [a,b] — R continue. Montrer que m{mg] |g(x)| existe. On note
xE|a,

|ww:£ﬁ%mu»

-b- Soit g € C"**([a,b]) qui s’annule n + 2 fois. Montrer que ¢! s’annule au moins une fois sur [a, b].

2) L’objectif de cette question est de prouver :

f(n+1)(0g;)

Va € [a,b], de, € [a,b], f(l') - P(LC) = 7Tn+1(517) (’I’L+ l)l

(D).

-a- Montrer que la formule (1) est vraie si x est I'un des (x;)ogi<n-
Dans la suite, on prend x € [a,b] qui n’est pas 'un des (z;)o<i<n €t on pose avec A € R,

v: [a,b] — R
t = f(t) = P(t) — Ampga(t) -

-b- Justifier qu’il est possible de choisir A tel que ¢(x) = 0.
Dans la suite, on garde ce choix pour le paramétre .

-c- Justifier que ¢ s’annule n + 2 fois.

-d- En déduire la formule (1).

3) -a- Montrer que les quantités ||f — P||, |[f™V| et |7y 1] sont bien définies.
-b- En déduire a l’aide de (1),

1 n
If =Pl < APVl (2).

(n+1)!

4) On conserve les notations précédentes et on considére la fonction f : z +— ™11,

-a- Démontrer que le polynéme interpolateur est P = X"t — 7, ;.

-b- Que devient l'inégalité (2) dans ce cas particulier ? Que peut-on en conclure ?



Partie Ill - Les points de Tchebyshev

On conserve les notations de la partie II. D’aprés 'inégalité (2), nous voyons que pour diminuer l’écart entre f et P,
il s’agit de choisir des points (x;)o<icn tel que ||mp41| soit minimal.
Dans toute cette partie on se place sur le segment [—1,1] au lieu de [a, b].

1) Soit (Ty)nen la suite de polynémes de R[X] définie par Tp =1, 73 = X et pour n € N,
Tpio = 2XTyi1 — Th.
-a- Calculer Ty et T3.
-b- Déterminer le degré et le coefficient dominant de 7}, pour n € N.
-c- Soit n € N. Prouver que pour tout z € R, T, (cos(z)) = cos(nz).
-d- Soit n € N*. Résoudre I’équation (F) : cos(nz) = 0. Déterminer alors les racines de T,,.

-e- En déduire que pour tout n € N,

n .
n 2i+1
Tn+1 =2 H <X — COS (2('[L—|—1)7T>) .
=0

2) Dans cette question on considére les points distincts (z;)ogi<n,

It

Vi e [0,n], x; = cos (%ﬂ) :

On note R le polynéme m, 1 associé,
= 2i+1
R= X - —_— .
11 ( (2<n+ 1)”))
Montrer que :
1
Ve e [-1,1], R(z)= o cos((n + 1) Arccos(z)).

P 1
En déduire que |R|| = o
3) Dans cette question on revient au cas général en considérant n + 1 points distincts (x;)ogi<n de [—1,1], on
1

reprend la définition générale de 7,11 donnée au début de la partie II, on souhaite démontrer que ||, 41| > on"

On raisonne par I’absurde en considérant un choix de points distincts (z;)ogicn de [—1, 1] tel que
1
(TS on

On pose également,

Vk € [0,n+1], yi = cos (nknr ) .

-a- Démontrer que :

vk € [[O,TL-I- 1ﬂ7 R(yk) = (

NB : R est le polynéme de la question précédente.
-b- On considére la polyndéme V = R — 7, 1. Montrer que V € R, [X].

-c- Démontrer que pour tout k € [0,n + 1], V(yx) est du signe de (—1)".
En déduire que V s’annule au moins n + 1 fois.

-d- Trouver 'absurdité et conclure.

On a donc montré que la meilleure majoration de erreur est obtenue aux points de Tchebyshev (racines de Tj,41) :

1
Pl < ——— ||y,
I =PIl < gy 1701



