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Exercice Soit z € RY. f: t +— tet est dérivable sur [,z + 1] car [z,z + 1] C RY.
flz+1) — f(x)

(x+1)— EALY

D’aprés le théoréme des accroissements finis il existe ¢, €]z, x + 1] tel que

c’est-a-dire (x + 1)e=1 — ze? .
, 111 t—1\ 1 , ez —1\
Vi e [z, x4+ 1], f'(t)=et —ger =) donc f'(c;) = eca

lim ¢, = 400 car ¢, > .
T—+00

-1
Par suite lim (CI ) esr =1et donc| lim ((m + 1)€Ii1 - xe%) =1

r— 400 Cyp r— 400

Probléeme 1. Calcul de {(2).
I. Etude préliminaire d’un polynoéme
Soit m > 2 un entier. On pose P = (X +1)" — (X — 1)".
1) D’aprés la formule du binome,
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Ainsi | P est de degré n — 1 et a pour coefficient dominant 2n |

Autrement :

P = (X4+1D)-(X-1)) X+1DkXx -1tk = EXJrl X —1)ni-k
0 k=0

3
|

el
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Soit k € [0,n — 1], alors les polynomes (X + 1)* et (X — 1)" "% sont de degrés respectifs k et n — 1 — k et
leurs coefficients dominants valent tous deux 1. Nous en déduisons que le polynome (X + 1)F(X —1)"717F est
de degré n — 1 et a pour coefficient dominant 1.

2) Soit z appartenant a C, alors :

P(z)=0 z+1)"=(=-1"
|z 4+ 1|" =]z — 1" (via les propriétés du module)

|z+1] = |z — 1] (car x — 2™ est bijective de RT vers R™)

LELl

z € iR (car z est 'affixe d’un point de 'axe des ordonnées)

|Les racines de P sont toutes imaginaires pures |

3) Remarquons que 1 n’est pas racine de P d’aprés la question précédente.



Soit z appartenant a C\{1}, alors :

P(z)=0 <= (+1)"=(z-1)"
<z+1>n
— =1
z—1
1
< 2t c U,
z—1
1 oog
— Eke[[(),n_1]]/"‘7+1:em2T
- _
= 3kel0n-1]/z+1=c*¥(-1)
— EkE[[O,n—l]]/Z(l_eik%’):_1_6“62%
Pour k = 0, nous obtenons 0 = —2, ce qui est faux, ainsi
D 1 ik 2T
P()=0 < EkE[[l,nfl]]/Z:,%
_e'LT

ik T ik =
eflknﬁ»elkn

— Jke[l,n-1)/z=—- (par factorisation par ’angle moitié)

2 cos (k%)
—2isin (kZ)
— Jke[l,n-1])/z=x

— Jke[l,n-1)/z=—- (via les formules d’Euler)

Pour tout k € [1,n — 1], on a bien xzj # 1.

Les racines complexes de P sont les nombres xj pour k € [1,n — 1] |

km
4) Pour tout k € [1,n — 1], — €]0, n[. La fonction cotangente étant injective sur 0, 7|, les x, sont distincts deux
n
a deux.

D’aprés la question précédente, P posséde n — 1 racines complexes distinctes. Comme P est de degré n — 1, ce
sont des racines simples. De plus son coefficient dominant est 2n, donc sa décomposition en facteurs irréductibles
sur C est donnée par :

n—1
P=2n H (X —ax)
k=1
5) Notons :
Vpell,n—1], op = Z Tiy Tiy - T,

1< <-<ip<n—1

n—1

Nous savons que P = 2n H (X — ay), donc :
k=1
P=2n (X"_1 — X" 2o X3 (=1)Pop, X" P4+ (—1)"0n) .

OOn reprend la forme de P trouvée en 1),
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- n_ 1) — n _1ynt1=k) xk
Po= (X1 (X 1) o(k)(1+(1) ) x
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Ainsi P a pour termes de degrés respectifs n —2 et n — 3 :
n(n—1 nn—1)(n—2
7( ) x0 et 2noy = —( I ) X 2.

-9 —
noi 5 6

. n—1)(n—2
Nous en déduisons que et|ogy = % .




6) En nous inspirant de 'identité remarquable :

V (a,b,¢) € C?, (a+b+c)? =a® +b*+ ¢ + 2ab + 2ac + 2bc,

Nous obtenons via un raisonnement par récurrence que :

n—1 2 n—1
<Z xk> = inJrQ Z TpTg,
k=1 k=1

1<p<gs<n—1

n—1 n—1
soit que 0‘% = E wi + 209, puis finalement que mi = —209 |
k=1 k=1

n—1
7) Puisque Z T3 = —209, alors :
k=1

(it (1)) = 000021

et donc :

d’ou finalement :

II. Application

Soit p > 1 un entier.
™
8) Soit x € }0, 5 [ On nous rappelle que sin(z) < z < tan(z). Nous en déduisons que :

0 < sin?(z) < 22 < tan®(x)

1

1
(car la fonction carrée est croissante sur R1), puis que cotanQ(ac) < —5 < - ( (car t — n est décroissante
x sin”(z
sur R7 ). ,
2 .
Comme — €03 (x) ;r sin” (z) = cotan®(z) + 1, alors :
sin”(z) sin”(x)
m 2 1 2
Vx6}0,§{, cotan®(r) < — < 1+ cotan™(x) |
x
. cos(m —x)  —cos(x) -
9) Soit x €]0, [, alors cotan(m — x) = — = — = —cotan(z). Ainsi
sin(m — x) sin(x)
vz €]0, [, cotan(m — x) = — cotan(z) |




10)

Nous en déduisons que :

i km km i
Zcotan2( ) = ZcotanQ( )—l— Z cotan2( )
= 2p+1 — 2p+1 Pt 2p+1
p p
km 2p+1-Um
= cotan? + cotan? [ 22—/ enposant [ =2p+1—k
> eoten () + D eoten (0T ) e posan 121
= cotan cotan® | m —
— 2p+1 — 2p+1
i ¢ 2< hm >+i ¢ 2( Im ) (d’apres Pégalité plus haut))
= cotan cotan aprés ’égalité plus hau
2 1) %+ 1 pres TRgatite p
P km
= 22(30t3m2 (2 +1)

2p
km 2p(2p — 1)
2
E cotan (2p 1)— 3 .

P
k 2p(2p —1 k 2 — 1
D’ou 2 Zcotan2 z = p(2p ), et finalement : Zcotaum2 il = pEp—1) .

km
2p+1°

T
Soit k € [1,p], alors € }0, 5 [ et nous pouvons appliquer le résultat de la question 8) avec x =

km (2p+1)2 5 km
tan® < < 1+ cot
cotan (2p+ 1) 22 + cotan 1

km
2p+1

Sommons alors ces inégalités pour k allant de 1 a p :

k=1 k=1 k=1
et donc ,
™  p(2p—1) 3 1 pr ™ p(2p-1)
(2p+1)2 3 h — k2 T (2p+1)2  (2p+1)2 3
op ™ p@p-1) w2 0 7 pp-1)
(2p+1)2 NERR s 4p2 7 3 (2p+1)2 3 w6 ' ( | )
s T . pm m p(2p—1 m .

Comme W o 4_p’ alors par somme pEToo ((2p+ )2 + o117 3 ) =% et d’aprés le

n
1 72
corollaire du théoréme d’encadrement appliqué aux équivalents | lim g — =—1
n—-+o0o 1 k2 6

Probléme 2. Interpolation de Lagrange

Partie | - Définition du polynéme d’interpolation de Lagrange

Soient n € N, (mi)ogign S K"+ et (yi)ogign S K"+,

1)

Soit 7 € [0,n]. Les n réels x; ou j # i sont racines de L;, comme L; est de degré au plus n, reste a déterminer



le coefficient dominant qui doit vérifier L;(x;) = 1, donc | L; =

La réciproque est immeédiate, L; est de degré n et vérifie Vj € [0,n], Li(x;) = d; ;.

2) On pose P = Zysz
i=0
Chaque L; est de degré n, donc par opérations, deg(P) < n.
Puis, pour j € [0, n],
P(x;) =Y wiLi(x;) = > bl = y;.
i=0

=0

D’ou | existence d’un polynéme P de K,,[X] tel que :¥j € [0,n], P(z;)=1y;.|

3) Soit @ un autre polynome de K,,[X] tel que : Vj € [0,n], P(z;)=y,.
Alors P — @ € K,,[X] et pour tout j € [0,n], (P —Q)(y;) = 0 donc P — @ admet au moins n + 1 racines et est
de degré au plus n donc P — @ est nul donc P = Q).

| L’unicité est prouvée |

4) Application. On pose g =0, z1 =1, 22 = 2.
-a- D’apreés I-1),

(X-1)(X-2)
0-D0-2)

_ %(Xfl)(X,Q) I — (X -0)(X—2) _ X(X-2) L (X-0)(X-1) _ lX()

Lo= (1-0)(1-2) 2-0)(2-1) 2

3 9
b Daprés 12), P = 3L0+5L1+9Ly = 3(X —1)(X —2) = 5X(X —2) + X (X —1) |P=x24 x 13|

Partie Il - Estimation de I'erreur —————

Soient f € C""*([a,b]), (:)o<i<n des points distincts de [a,b] et P le polynome d’interpolation de f aux points
(x:)ogicn défini en fin de partie I.

1) -a- g est continue donc [a, b], donc |g| est continue sur le segment [a, b]. Donc |g| admet un maximum, donc

llgll = max_|g(z)| existe |
z€a,b]

-b- Soit g € C"**([a,b]) qui s’annule n + 2 fois.
On pose pour k € [0,n + 1], P(k) : “g™™ s’annule n + 2 — k fois”.

° g(o) s’annule n + 2 fois donc la propriété est initialisée.

e Soit k € [0, n], supposons que P(k) vraie, on note a1 < ... < apy2—g, n+ 2 — k réels en lesquels )
s’annule.
On applique le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [a;, a;t+1], f (%) est continue sur [ai, ait1], dériv-
able sur Ja;, a1 et ) (a;) = f® (ai41)(=0).
Donc d’aprés le théoreme de Rolle, il existe ¢; €lai,air1] tel que (F*)(¢;) = 0 cest-a-dire
(f**) () = 0.
Les ¢;, au nombre de n+2 —k —1 =n+ 1 — k, sont distincts (ils sont distincts des bornes a;). Donc
P(k+ 1) est vraie.

e Pour tout k € [0,n + 1], P(k) est vraie.

En particulier, P(n + 1) est vraie ¢’est-a-dire [ g™+ s’annule au moins une fois sur [a, b] |

2) -a- Six est 'un des (z;)o<ign, alors f(x) — P(x) = 0 et w41 (z) = 0 donc tout ¢, convient.

La formule (2) est donc vraie si « est 'un des (2;)o<i<n |




Soit x € [a, b] qui n’est pas 'un des (z;)ogi<n €t on pose avec A € R,

v: [a,b] — R
t = f(t) = P@) = Ampya(t)

-b- Comme z n’est pas une des racines de 7,41 alors m,1(x) # 0, donc A tel que f(x) — P(x) — Amp41(z) =0
existe.
On peut expliciter la valeur de .

J@) - P@]

pox)=0< f(zr) — P(z) = App1(x) =0 | A =
7Tn+1(x)

-c- Pour tout i € [0, n],
p(@i) = f(zi) — P(z;) — mpga (i) = 0.

Et p(z) = 0 d’apres II-2)-b-. Donc | ¢ s’annule n + 2 fois |

-d- D’aprés II-1)-b-, il existe alors ¢, € [a,b] tel que o™V (¢,) = 0 cest-a-dire

FOH (eg) — PO+ (¢,) — anHY = 0.

Or deg P < n donc P+ est nul. Et deg(m,41) = n+1 et CD(m,41) = 1 donc ﬂfﬁﬂl) =(n+ 1)L
On déduit :

FO D (cq) = An + 1) = 0.

En reportant la valeur de A de II-2)-b-, on obtient le résultat voulu :

3) -a- Comme f est de classe C"*! alors f("*1) est continue sur [a, D).
Tn+1 qui est polynomiale est également continue sur le segment [a, b].
Enfin f — P est continue aussi sur [a, b] par différence de deux fonctions qui le sont.

Donc d’aprés II-1)-a-, | | £ — P|, [|f" V|| et ||mpy1]| sont bien définies |.

-b- D’apres (1),
) D )]
0) ~ P = (o)) 22,

Comme z € [a,b] et ¢, € [a,b] alors en majorant les fonctions par leur maximum,

@) <Ml 1O )] < [50H).

Donc

Vo € fabl, If(@) ~ P@)] < gyl 11701

(n+1

On passe au sup, qui est le maximum ici, on obtient

1
(n+1)!

If =Pl < 1D Ml (2).

4) On pose f: x> z"11,
-a- P=X"" -y
Pour tout i € [0,n], P(z;) = 2" — w1 (2) = 20T = f(ay).

Tn+1 est de degré n + 1 et de coefficient dominant 1 donc deg P < n.

Par unicité, | P est bien le polynéme interpolateur de f |

-b- Pour tout = € [a,b], f™*Y = (n+ 1)l Puis ||f — P|| = ||mnr1]. | Donc (2) est une égalité dans ce cas |

On peut en déduire que la majoration de I'erreur que nous avons obtenue est optimale au sens ou c’est




une égalité pour certaines fonctions.
Partie Ill - Les points de Tchebyshev

1) -a- Ty =2XT) —Top=2X>—let T3 =2X(2X%? - 1) - X =4X°® - 3X
-b- Par récurrence double, on pose pour tout n € N*, P(n) : “deg(T,) =n et CD(T,) =2

n—1

e Initialisation. Clairement deg T} = 1 et degT> = 2 donc P(1) et P(2) sont vraies.
e Hérédité. Soit n € N*, supposons que P(n) et P(n+1) sont vraiesi.e. degT;,, = n et degT),+1 = n+1.
Par définition, T2 = 2XT,,+1 — T,, donc par hypothése de récurrence

deg(2XTp11) =1+ deg(Th1) =n+2 deg T, =n < deg(2X Th41)-

Donc
deg(Tn+2) = max(deg(2X T)41),deg Ty,) = n + 2

puis
CD(Thi2) = CD(2XTpy1) =2 x 2771 =27

donc P(n + 2) est vraie.
e Conclusion. | Pour tout n € N*, deg T}, = n et CD(T},) = 2"~ ! et deg(Tp) = 0, CD(Tp) = 1.

-c- Par récurrence double, montrons que pour tout n € N, P(n):“pour tout = € R, T, (cos z) = cos(nz)”.

e Initialisation. Clairement, pour tout 2 € R, Ty(cosz) = 1 = cos(0) = cos(0z) et Ti(cosx) = cosx =
cos(1z) donc P(0) et P(1) sont vraies.
e Hérédité. Soit n € N, supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Soit € R,

Thio(cosx) = 2cosxT,41(cosz) — T, (cosx) (par définition de T,)
= 2cosxcos((n + 1)x) — cos(nx) (hypothése de récurrence)
= cos(z + (n+ 1)x) + cos(x — (n + 1)x) — cos(nx) (2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b))
= cos((n + 2)x) + cos(—nz) — cos(nx)
= cos((n + 2)x).

e Conclusion. | Pour tout n € N, pour tout « € R, T,,(cosz) = cos(nz) |

-d- Soit n € N*, soit z € R.

(E) & cos(nz) =0 nx =

o N

[ﬂ'](:)x:l[ﬁ}.

2n Ln
T km
7 = —+ — keZ
{cos<2n+n>/ E}

D’aprés I1I-1)-c-, les éléments de Z sont donc DES racines de Tj,.
Or T, est de degré n donc admet exactement n racines dans C comptées avec multiplicité d’aprés le
théoréme de d’Alembert.

Posons alors

m kr (2k+D)m

Remarquons de plus que pour tout k € [0,n — 1], o + — = €]0, [ donc chacun de ces réels
non

a un cos différent (car cos est strictement décroissante sur |0, 7[) donnant ainsi LES n racines de T,.

k
Par conséquent, | ’ensemble des racines de 715, est {COS <21 + —W) /ke0,n— 1]]}
n n

-e- Soit n € N, d’aprés III-1)-b- et III-1)-d- on connait les racines de T,, (qui sont des racines simples pour
cause de degré) et son coefficient dominant, donc (on remplace n par n + 1 dans ce ce qui précéde)

n

Topr=2"]] (X — cos <%w)> .

i=0

1
2) Avec lexpression de R et celle de Ty, 41 trouvée en III-1)-e-, on reconnait R = 2—nTn+1.



Donc d’aprés I11I-1)-c),
1
Vo e [-1,1], R(z)= on cos((n + 1) Arccos(x)).
Puis pour tout z € [—1,1],
1
|R(z)| = 2—n| cos((n + 1) Arccos(z))| < —.

1
Et o est atteint en 2 = 1 (cos((n + 1) Arccos(1)) = cos(0) = 1). Donc | |R]| = o |

3) On considére un choix de points distincts (x;)ogicn de [—1,1] tel que

1
[7nsall < on

On pose également,

km
Vk € [0 1 = .
e[[ ,7’L+ Ha Yk COS(n+1)

-a- Soit k € [0,n + 1],

Rlys) = 2in cos ((n +1) Arccos (cos (nTJ)) .

k k k
Or ¢ [0, 7] donc Arccos | cos T =7 , donc
n+1 n+1 n+1

(=D*

1
R(yi) = - cos(km) donc R(yx) = o

2

-b- On pose V.= R — m,41. V et w41 sont tous des polynémes a coefficients réels de degré n + 1 et de
coefficient dominant 1 donc |V € R, [X]|

-c- Soit k € [0,n + 1], d’aprés I11-3)-a-,

(=DF

V(yr) = R(yk) — Tt (yx) = on Tn+1(Yk)-
1
Comme par hypothése || 7mp4+1]] < o0 alors
1 1
“on < g1 (ye) < o
Donc . i
-1)¥ -1 -1)"+1
2y e

Donc V (yx) {; 8 : ]]z gggair. Donc | V(yx) est du signe de (—1)"|.

V est polynomiale donc continue donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, entre deux change-

ments de signe, elle s’annule. Changeant de signe n + 2 fois, | V s’annule donc au moins n + 1 fois |

-d- Le polynoéme V admet donc au moins n + 1 racines, et comme d’aprés I1I-3)-b-, deg(V) < n alors V est

nul c’est-a-dire R = m,41. Ce qui est absurde, car ||R| = o et ||t < o
) 1
Par conséquent, ||m,4+1]| = o



