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Exercice 1 On pose f(z) = (z + 1) .
1) f(x)=e S Ina+1) gope -
z+1>0 (car t — V/t est définie sur Ry)
z€Dy (x+1>0 (car In est définie sur RY) <z €] —1,0[U]0, +oo.
z#0 (le dénominateur ne s’annule pas)
Donc [ Dy =] — 1,0[U]0, +oo] |

Puis z — vz + 1 est dérivable sur | — 1, +oo[, z — vz + 1 est dérivable sur [—1, 00|, z — x est dérivable sur R et exp est dérivable

sur R. Donc par produit, quotient puis composition | f est dérivable sur Dy |

2) -a- Puisque z 41 *)1 0 et vuln(u) *6 0 (par croissances comparées) alors par composition
T—— u—
Va4 1ln(z 4+ 1) =, 0.
T——

+1

Donc par quotient In(z + 1) =, 0.
z——

Par continuité de ’exponentielle,

flz) — 1}

Donc | f est prolongeable par continuité en —1 en posant f(—1) =1 |

-b- Pour h > 0, au voisinage de 0

i
1 m) = f(1) _ eTFR 0 g 2 In(h)
h - h 0 o
car Vh In(h) — O et e* —1 ~ u.
1+h —0
Donc
FE14m—f(=1) W(r)
h 0 vh h—0g

Donc | f n’est pas dérivable en —1 et C; admet une tangente verticale au point d’abscisse —1 |.

2 3 In(1 2
3) -a- D’abord, In(l14+z) =2 — % + % + o(x3) donc In(1 +2) =1- g + % +o(z?).
x

2
Et VIifz= 1+g— %Jro(:vQ).
Donc par produit :

1 2 2
+xln(1+x):(1—§+x—> (1—}—;—3C >+o(x2)

x
2
=1- 2—4 + o(z?).

On compose ensuite avec

On obtient,
f(z) = e!~ 5ol
— ce— BT o(@®)
2
ex
fl@)=e——r +o(z?)
-b- D’aprés le DL2(0) ci-dessus, la fonction est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = e (exis-
tence d'un DLg), puis f ainsi prolongéé est dérivable en 0 avec f'(0) = 0 (existence d’'un DL;). Enfin,

| I’équation de la tangente Tp au point d’abscisse O est : y =1 | (tangente horizontale), puis

GJEQ

—e~——— <0.
f@) —ey =0

Donc | Cy est sous Tp au voisinage de O |.

Exercice 2 On pose f(z) = vz(z + 2)6% .



1
1) Soit > 0, on pose h = —,
T

= 1+ 2hel (car h > 0).

2

On utilise vV14+u =1+ g — % + o(u?),

<1+h7%2> <1+h+ %2>+o(h2)

1
h
1
- (1 +2h + h% + o(h?))
1
h

+2+h+o(h).

Donc : 1 1
fl@)=z+2+ — + 0400 (—)
T T

Donc | Cy admet pour asymptote la droite d’équation y = = + 2 |

1
Puis, f(z) — (z + 2) i > 0 donc | Cy est au-dessus de I'asymptote au voisinage de 4oo0 |.
oo I h

1
2) Au voisinage de —oo, on prend désormais x < —2 et h = — < 0, donc en démarrant le calcul comme en 1),
T

1 1
Z) =—=V1+2het.
f(h) A + 2he

o= -2 Lo (1),

T

Le reste du calcul est identique. Donc :

Donc | C; admet pour asymptote la droite d’équation y = —z — 2 |

1
Puis, f(x) — (—z —2) ~ —— > 0donc|Cs est au-dessus de "asymptote au voisinage de —oo |.
o f

Exercice 3. Fonctions qui s'annulent en un (plusieurs) point(s)

1) -a- En tant que sous-espace engendré par une partie, | G est un sous-espace vectoriel de E.

Pour F on utilise le théoréme de caractérisation des sous-espaces vectoriels :

o FCFE.

e La fonction nulle appartient & F donc F # 0.

e Soit f,g€ Fet \eR. (A\f +g)(a) =Af(a)+g(a) =Ax0+0=0donc A\f + g€ F.

F' est donc un sous-espace vectoriel de F. |

-b- e Soit h € FNG, h € G donc il existe A € R tel que Vz € R, h(z) = A
De plus h € F donc h(a) =X =0donc h =0g donc FNG = {0g} (1).

e Soit h € E. Pour tout A € R, h = (h — X) + A
[x— A €G et
h—AeF <= h(a)—X=0
< A=nh(a) ()
Donc h = (h — h(a)) + h(a) est une décomposition de h dans F' + G, E = F + G (2).
—_—— =~

€EFr g€

Avec (1) et (2), | F et G sont supplémentaires dans E.

Rq : 'unicité de A en (*) redonne que la somme est directe.

2) -a- Soit h € FNG, h € G donc h est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & 1. De plus h € F donc h admet au
moins deux racines distinctes.

On en déduit que h = 0. FNG ={0g}, | F' et G sont en somme directe.
-b- Soit h € E.

Analyse : On suppose que h = f + g avec f € F et g € G.
g(ao) = h(ao)
g(a1) = h(a1)

ao # a1 donc pour tout € R, g(x)

fEFdonc{

_ h(a1) — h(ao)
- a1 — ag

(z — ao) + h(ao).



h(a1) — h(a

(y = M(x — ag) + h(ao) est une équation de la droite passant par les points (ag, h(ag)) et (al,h(al))).
a1 — aog

On a ’unicité de g et donc celle de f =h — g.

Rq : cette unicité nous redonne que la somme est directe.

h —h

Synthése : On pose g : = — M(m —ag) + h(ag) et f =h—g.
—_— a1 — ap
Onage€Q@G.
f(ao) = h(ao) — g(ap) = h(ao) — h(ao) = 0 et par un calcul similaire f(a1) = 0 donc f € F.
Ainsih= f + g .

< =~

EF €G

On a montré que E = F + G. La somme étant directe, | F et G sont supplémentaires dans E. |

3) -a- Remarquons que G est ’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.
Soit h € E. D’apreés les formules d’interpolation de Lagrange, il existe un unique polynéme P; de R,[X] tel que

Vi € [0,n], Pr(a;) = f(a;).

On note g; la fonction polynomiale associée a Py.

gr est unique élément de G vérifiant Vi € [0,n], gr(a;) = f(a;). |

-b- On suppose que h = f+g avec f € F et g € G.
f € F donc Vi € [0,n], h(a;) = f(ai) +g(ai) = 0+ g(a;) = g(a;).

Avec 'unicité du 3.a, g = gy puis f = h —g;. | La décomposition est unique.

-c- Soit h € E, on lui associe la fonction gr du 3.c. On pose f = h — g;.
Pour tout ¢ € [0,n], f(a;) = h(a;) — g(a;) = h(a;) — h(a;) =0 donc f € F.
Ainsih= f + g5 .
< =X~
EF €eG

On a montré que E = F + G. La somme étant directe, | F et G sont supplémentaires dans E.

ﬁ(X — a;) divise P}.

=0

4) Les a; étant distincts deux a deux F = {P € R[X]

deg (ﬁ(X - ai)> =n+1.

=0

n
Soit P € R[X], on forme la division euclidienne de P par H(X —a;).
i=0

n
Il existe un unique couple (Q, R) € R[X] x R,[X] tel que P = <H(X — ai)> Q+ R.
i=0

L’existence et 'unicité du couple (Q, R) assurent ’existence et ’unicité de la décomposition de P et donc que | R[X] = F ® Rp[X]. |

Probleme
Tout au long de ce probléme, on pose :
1 0 O 5 -8 —4
L= 0o 1 0 et A= 4 -7 -4
0o 0 -1 -2 4 3

I. Diagonalisation de la matrice A

T

1. (a) Notons X = [ y | € M3 1(R) et résolvons ’équation matricielle (P;) : AX = X :
z
5 -8 —4 T
(P1) <— 4 =7 —4 y| =
-2 4 3 z

4z -8y —4z

Il
CoO0 [ n

<~ 4z -8y —4z =
—2r +4y 42z =
<— —z+4+2y+z2=0



(=)
—

2 1

L’ensemble solution est (y eM31(R)/ —xz+2y+2=0, = Vect 11,10
2
Nous en déduisons que X1 = — | 1
0

1 0 1
+2(0| =|-1]1, soit que , puis que X2 = | 0 |, soit que .
1 2

1
x
(b) Notons X = [y | € M3,1(R) et résolvons 'équation matricielle (P2) : AX = —X :
z
5 -8 —4 T T
(P2) <= 4 77 —4 yl=—1\v
3 z z
—8y -+ (74) z = 0 I,
= 6y 4z = 0 Lo+ |1l|La—1Is
+4y +4z = 0 Ly« |1|Lz+2Ly— Iy
-8y +(-4) |
A 721 +2y +0 = 0
+0 +0 = 0
= z=-2zetx=y
T —2
L’ensemble solution est | Sy = y| eMz1(R) /x=—2zety=2a p = Vect —2
z 1
—2 2
Nous en déduisons que X3 =— [ =2 | = | 2 |, soit que .
1 —1
0 1 2
2. (a) Considérons la matrice: P= | X1 | X2 | X3 | =[-1 0 2 Alors en calculant par blocs
2 1 -1
1 0 O
AP = | AX;) | AXe |AXs | =| X1 | Xo| X3 | =| Xa | Xo | X3 0 1 0 |=DP
0 0 -1
On a bien | AP = PL |
b1 1
(b) Posons : B = b2 ou by, b2 et b3 sont trois réels arbitraires, et résolvons le systéme PX = B, ou X = T2 est un
b3 T3
triplet de réels inconnus. On a :
0 1 2 z1 b1
PX =B <= -1 0 2 x2 = bo
2 1 -1 x3 b3
xo +2x3 = by L1+ L3
< -1 +2x3 = by Lo+« Ly
21 4x2 —x3 = by L3+« Lo
2x1y +x2 —x3 = b3
<= x9 +2x3 = b
—x1 +2r3 = b
21 4x2 —m3 = bs
— x9 +2x3 = b1
o +3x3 = bz + 2bs
2r1 +x2 —x3 = b3
< x9 +2x3 = b1
3 = b3 +2b2—0b
2rx1 = 4bg + 6by — 4by
= xro = 3byp —4ba — 2b3
x3 = b3 +2by—b1
x1 = 2b3 + 3ba — 2b1
<~ xo = 3by — 4by — 2b3
x3 = b3 + 2b2 — b1
—2 3 2
Nous en déduisons que : [ P € GL3(R) et P71 = 3 -4 -2
—1 2 1




II. Calcul des puissances de A

1 0 0
3. La matrice L étant diagonale,ona:|VneN, L™ = 0 1 0 . Cette égalité est encore valable lorsque n < 0 car les
0 0

(=n"

coefficients diagonaux de L sont non nuls.
4. D’aprés la question 2., on a: P"YAP = L. Il s’ensuit apreés multiplication & gauche par P et & droite par P~ que : A = PLP™ .
Notons a présent, pour tout entier naturel n, P(n) la propriété : A" = pPL"PL
— Initialisation :Puisque A = I3 et PL°P~! = PI3P~! = PP~ = I3, alors P(0) est vraie.
— Heérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel n.

On a A"T1 = A™ x A, et en utilisant la remarque faite ci-dessus (a savoir A = PLP™! ), et 'hypothése de récurrence
(A" = PL"P_I), on obtient :

At = prrplpLp~t = PLMIsLP™! = PL"LP™! = pL"tipTL
et cette derniére écriture signifie que P(n + 1) est vraie, ce qui prouve ’hérédité.

— Conclusion :|V neN, A" =P x L" x P!

5. Soit n un entier naturel quelconque. D’aprés la question précédente : A™ = PL"P~1.
La question 3. nous conduit alors & distinguer deux cas :
— Premier cas : Si n est pair, alors L™ = I3, d’ott A™ = PI3P™!, soit A™ = I3.
— Deuxiéme cas : Si n est impair, alors L™ = L, d’out : A” = PLP™!, soit A" = A.

Iz sin est pair

Conclusion : [V n € Z, A™ = . . .
A sin est impair

ITI. Commutant de la matrice A

6. On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels.

— Tout d’abord, C(A) C M3(R).

— Puis, 03 € C(A) car 03A = A03(= 03) donc C(A) # 0.

— Enfin, soit (M1, M2) € (C(A))?, X € R, alors

A()\Ml + Mg) = ANAM; + AM>
=AM A+ MA car (My, M) € (C(A))?
= ()\Ml + MQ)A.
Donc AM; + M3 € C(A).
Donc | C(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R) |.

7. Pour M € M3(R), posons N = P lxMxP.Onaalors: M=PxN x P™1

L'x Ax P = L d’aprés la question précédente, on a: A= P x L x P~!. Par suite :

MxA=AxM

PXNXP 1xPxLxP '=PxLxP !'xPxNxP!
PXNxXxLxP '=PxLxNxP™!

NXxL=LXxXN

De maniére analogue, puisque P~

M € C(A)

11170

La derniére équivalence étant obtenue en multipliant & gauche (resp. a droite) les deux termes de I’avant-derniére égalité par p1
(resp. par P ). Finalement, nous avons établi que :

MeCA) < NeCL) (oa N=P 'xMxP)|

a b ¢
8. Soit N € M3(R). Il existe 9 réels a,b,...,i tels que : N = d e f |. Avec cette notation, on a :
g 7
a b ¢ 1 0 O 1 0 O a b ¢
NXL=LXN < d e f 0 1 0 = 0 1 0 d e f
g h i 0o 0 -1 0o 0 -1 g h 1
a b —c a b c
d e —f = d e f
g h —t -9 —h —i

a b
Conclusion : | {N € M3(R), N x L=LXx N} = d e
0 0




9. Soit M € M3(R). D’apreés la question 3. : M x A= AX M <= NxL=LXN.
Or, d’aprés la question précédente :

NxL=LxN < [3 (a1,a2,a3,a4,05) € R% / N = a1 E11 + aaE12 + azFa1 + aaFEas + as E33]

1 0 0 0 1 0 0 0 O 0 0 O
ot 'on a noté : Ei1 = 0 0 O i B2 = 0 0 O i Eo1 = 1 0 0 i FBoo = 0 1 0 et B33 =
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O

Nous en déduisons que :

o oo
o oo
—_= o o

MA =AM <= 3 (a1, az,a3,04,05) €R® /| M = P (a1 E11 + azE12 + azEa1 + ayFog + a5 Es3) P71

Finalement :

5
MxA=AxM<=3(o,...,a5) ER®, M =D oy Jy,
k=1

avec|J1:P><E11><P*1,...,J5:P><E55><P*1 i

IV. Ensemble de matrices

Rappelons
G={MeMs®) /MTxLxM=L}.
10. La matrice nulle 04, (r) n’appartient pas & G (car : MT x Oz ) X M = 0pq () # L). Donc (G, +) n’est pas un sous-groupe
de (M3(R), +). Ainsi : | (G, +, X) n’est pas un sous-espace vectoriel de (M3(R), +, ) |

11. Soient M et N deux éléments de G. Alors :
(MNTL(MN)=NT x MT x Lx MxN=NT xLxN=1L
En résumé : (MN)TL(MN) = L. D’ou: MN € G.
Conclusion. | V(M,N)eG? MxNecG |

12. Soit M € G. Alors: MT xLxM = L. En multipliant & gauche les deux termes de cette égalité par L, on obtient : L x MTXLxM =
L2 Puisque L? = I3, on peut réécrire cette égalité : (L x MT x L) X M = I3.
Cette derniére signifie exactement que M est inversible, et que son inverse est : L x M TxL.

v M € G, MGQLS(R)etM’I:LXMTXLl.

Conclusion :

13. Supposons que M € G.
D’aprés la question précédente, M est inversible, et : M ' =LxMT xL. Or,
T T T T
(L><M ><L> ><L><<L><M ><L> = LxMxLxLxLxMTxL
= LxMxLxMTxL
T T

= L><<M ><L><M> x L
= LXLXL
= L

Dans la suite d’égalités précédente, on a utilisé que L est symétrique (car diagonale), donc égale a sa transposée, que M est un
élément de G (d’ou : MT x L x M =L ) et enfin que L? = I3.

T
Finalement on a établi que : (L x MT x L) x L x (L x MT x L) = L, soit :

MY xLxM =L

En d’autres termes : M1 € G. Conclusion : | VMeMzR), MeG= M 1eq]|

14. Employons une caractérisation des sous-groupes.
— D’aprés la question 12., tout élément de G est inversible, donc G C GL3(R).
— Puisque I7 x L x Is = L, alors I3 € G et G # 0.
— D’aprés la question 11., le produit de deux éléments de G est encore un élément de G, et d’aprés la question 12., ’inverse
d’un élément de G est encore dans G.
Conclusion : | (G, x) est un sous-groupe de (GL3(R), x) |




