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Probléme 1. Etude d'une fonction définie par une intégrale.

Partie I

t
1) Soit x €]0, 400, t — c
t+

est continue sur [0, 1] donc | f est bien définie sur ]0, +ool. |
x

t

2) Soit x €]0, +oo]. Vt € [0,1], >0

+x

Par intégration bornes strictement croissantes d’une fonction continue a valeurs positives et non identiquement nulle sur [0, 1],
f(z) > 0.

3) Soit z,y €]0, +oo[, on suppose que = < y.
t t t t
e e e e
Pour tout t € [0, 1], < donc —
t+y t+=x t+x t4+y
Par intégration bornes strictement croissantes d’une fonction continue positive & valeurs positives et non identiquement nulle sur

[0, 1],
1/ ot et
/0 (t—i—x_t—i—y) dt >0 donc f(x) > f(y).

> 0.

f est strictement décroissante sur 'intervalle RY . |

4) Le théoréme de la limite monotone nous assure l’existence des limites de f en 0T et en 4+00. On peut préciser que comme f est &
valeurs positives, la limite en +oo est finie.

5) Soit z > 0, on effectue le changement de variable affine u =t + z, du = dt.

Pour t =0, u = x.
Pourt=1u=x+1.

x+1 u—=x x+1 ju,—x
f(z) :/ ‘ du :/ € i
x u x

u

x+1 e

fz) = e_w/z ™ du.

€ du.Onavze RY, f(z) = e “F(x).
u

x+1
6) On pose pour tout réel z > 0, F(z) = /

x
Uu

e
u — — est continue sur l'intervalle ]R: donc admet des primitives sur cet intervalle. On note G 'une de ces primitives.
u

Vz e RY, F(z)=G(x+1)—G(z).
G est de de classe C! sur ]R: donc F est de classe C' sur ]R: et

ez+1 eT

Vr € RY, F’(a:):G’/(m—f—l)—G’/(x):x_i_1 o

Par opérations, F’ est de classe C*° sur R donc F est de classe C*° sur R .

F est de classe C*° sur R} et x — e~ est de classe C°® sur R} donc par produit, | f est de classe C*° sur R} .

Partie 11

1) -a- Soit x > 0.

—

N

1
Pour tout t € [0,1], 0 <z < t+ 2 <z + 1 donc
x

N
8~

t+x

t t

e
et >0donc —— < < —.
x4+ 1 t+x T

et

Par intégration bornes croissantes,

1 t 1 t 1 .t
/ € dtg/ ¢ dtg/ €t
0 x4+ 1 0 t+x [

e—1 e—1
t d < <
et donc 21 f(x) -
e—1 e—1

r+1z=4+c0 =z



Le théoréme d’équivalence par encadrement appliqué & I'inégalité du 1.a donne alors que

e—1
f@) o~

2) La fonction exponentielle est de classe C L sur le segment [0, 1] donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis la fonction exponen-

tielle est M —lipschitzienne sur [0, 1] avec

M = max |exp’(t)| = e.

s |oxp! (1)
En particulier Vt € [0,1], |ef — 1| <e|t—0].
vt €[0,1], let —1| <et.

Rq : la valeur de M n’était pas demandée.
et —1
t+x

1
3) Soit z > 0. 0 < 1 donc |g(x)| < /
0

Par intégration bornes croissantes en utilisant I’inégalité du 2,

Lot
<M
o@)l <o [

lg(2)| < M.

1
dth/ ldt
0

| g est bornée sur |0, +o00[. |

4) Soit z > 0,

D!
o@) = f@- [
f(@) — (In(x 4+ 1) — Inz)
f(x) =—Inz + (9(z) + In(z + 1))
z + In(z 4+ 1) admet une limite finie en 0 donc est bornée au voisinage de 0". Avec le 3, on a donc que x + g(z) + In(z + 1) est

bornée au voisinage de 01. Comme Inz —0) —00, en particulier
Tr—
+

dt

g(z) + In(z + 1) =, o(—Inz)

T—

Par suite,

f(x) z%+ —In(z).

Probléme 2. Suite d'intégrales

I. Etude d’une suite d’intégrales

™
Posons : Vn €N, J, = / sin™(t)e™t dt.
0

1. Soit n € N, la fonction t +— sin™ (t)e™* est continue sur le segment [0, 1] donc | I’intégrale J,, est bien définie.

™
2. Ona: Jy :/ et dt= [—e_t}g d’ou : .
0
Par ailleurs :

Ji = /sin(t)ef'5 dt

0

1 —T
FUS P |




3. Soit n un entier naturel. Sur [0, 7], la fonction t — sin™(t)e ™! est & valeurs positives. Comme 0 < 7, par positivité de I'intégrale,

s
nous en déduisons que : / sin™(t)e™? dt > 0.
0

Conclusion : |V neN, J, >0]

4. Soit m un entier naturel. On a, par linéarité de I'intégrale :

Int1 —JIn = / sin"T1(t)e™t —sin"(t)e™! dt = / sin™ (t)e ™! (sin(t) — 1)dt
0 0

Or, pour tout réel ¢ entre 0 et 7 on a : sin™(t) > 0, e~ > 0 et sin(t) — 1 < 0.
Ainsi V t € [0, 7], sin™(t)e™*(sin(t) — 1) < 0.

Nous en déduisons que : Vn € N, Jp41 — Jn < 0, ce qui signifie que | la suite (Jp) est décroissante |

5. La suite (Jn) est décroissante d’aprés la question précédente et minorée par 0 d’aprés la question 2.. D’aprés le théoréme de la

limite monotone, | la suite (Jp) converge |[.

6. Soit n un entier naturel. Ecrivons judicieusement :
™
Jn+2 =/ sin™t1(¢) sin(t)e ¢ dt,
0
puis posons pour tout réel ¢ entre 0 et 7 :

u(t) = sin™ 1 (¢)

1 u'(t) = (n 4 1) sin™(t) cos(t)
v(t) = 5 (cos(t) + sin(t))e™?

de telle sorte que : { V(t) = sin(t)eft

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [0, 7], nous pouvons effectuer une intégration par parties pour obtenir :

Jnt2 = —% [sin™ ! (¢)(cos(t) + sin(t))e_t];r +2 ;r ! /Oﬂ(cos(t) + sin(t))e ™! sin™(t) cos(t)dt
=0
- ntl " sin™(t) cos?(t)e ™" " sin™ 1 (¢) cos(t)e ™
= 5 {/0 (t) (t) dt + /0 (t) cos(t) dt}

™ ™
Posons alors Hp, = / sin™(t) cos?(t)e ™t dt et K, = / sin" 1 () cos(t)e™t dt.
0 0

n+1

Nous avons ainsi : Jp42 = :

(Hn + Kn) ().
Nous avons aussi :

Hy = /0 sin™(t) (1 —sin?(t)) e™" dt = / sin™(t)et dt 7/ sin"t2(t)e ™t dt = Jp — Jng2 (O).

0 0

Par ailleurs, et par le biais d’une nouvelle intégration par parties :

sin”t2(t) _,

7 o 7 1
Kn :/0 sin"*1(t) cos(t)e\jdt = |: } + /0 sin"t2(t)e™t dt = n—+2Jn+2 Q).

n+ 2 o n+2
u’(t) v(t) —_,0_/
Nous déduisons de (&), (&) et (V) que :
n+1 1
Ipt2 = 5 |:Jn — JIn+2 + P 2 Jn+2}
n+1 n+1
= JIn J
2 { nt2 "2
(n+1)2 n+1
1+—-|J = JIn
( tomray) 2
n?+4n+5 n+1
—J = —Jn
2n+2) P 2
(n+ D(n+2)
Jnyy = LTIy
+2 n2+4n+5 "

2 2
7. D’aprés la question précédente et la question 2. : J2 = gJo Dou :| J2 = 5 (1 — efﬂ) .

-7
3lte D’ou : ngi(l—i—e*”).

3
fJy— g =22
CBTFATE T 10

I1. Calcul de la limite de la suite (J,).

Tout au long de cette question, n désigne un entier naturel quelconque.

/2
8. Soit n un entier naturel. Dans 'intégrale / sin” (t)d¢, effectuons le changement de variable : uw = m —t. La fonction t — 7 — ¢t
0



est de classe C! sur [O, g] et lorsque t varie de 0 & g, u varie de 7 & g, et dt = —du. Nous obtenons donc :
/2 /2 /2 T
/ sin™(t)dt = / sin™ (7 — u)(—du) = —/ sin” (7 — u)du = / sin” (u)du
0 ks T /2

/2 T
Finalement : / sin™(t)dt :/ sin™ (t)dt |
0 /2

. Soit n un entier naturel. Remarquons que : V ¢ € [0, 7], 0 < et < 1.
Dot : V¢t € [0,7], 0 < sin™(t)e™t < sin™(t) (la fonction t — sin™(¢) étant positive sur [0, 7]).
Par croissance de 'intégrale et comme 0 < 7, nous en déduisons que :

Xy
VneN, 0<J, < / sin™ (t)dt.
0

Puis d’aprés la relation de Chasles et 8., il vient comme voulu

0< Jn < 2/2 sin” (¢)dt |
0

n
. Soit a un réel dans ]0; 3 [ D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales, on a :

/2 a /2
/ sin™ (t)dt = / sin™ (£)dt + / sin™ (£)dt (&).
0 0 a
Puisque la fonction ¢ — sin”(t) est positive et croissante sur [0, al, on a :
Vte[0,a], 0<sin™(t) < sin"(a)

D’ou, par croissance de 'intégrale et comme 0 < a :
a a
0< / sin” (¢)dt < / sin” (a)dt
0 0
a
Soit : 0 < / sin” (¢)dt < asin”(a) ().
0
T
Par ailleurs, puisque la fonction ¢t — sin”(t) est positive et majorée par 1 sur [a, 5], nous avons :
7T .
Vite [a, 5] , 0<sin™(t) < 1.

D’ou, par croissance de 'intégrale et comme a <

S

/2 /2 ™/2 T
O</ sin”(t)dté/ 1d¢ e :0</ sin” (¢)dt < E—a(@).

a

/2
Nous en déduisons de (&), (&) et (V) que: |V a € ]0, g [, / sin™(t)d¢ < asin™(a) +
0

|

. D’aprés 9. et 10.,
0 < Jn < 2asin™(a) + 7 — 2a.

D’aprés 5., on peut noter [ la limite de (Jn). Puis comme a €]0, g[, 0 < sin(a) < 1 donc sin™(a) T) 0, on peut donc passer
n—-—+oo
I'inégalité ci-dessus & la limite :

0<Il<m—2a, ce pour tout aG}O,g[.

T
On peut donc faire tendre a vers 3 pour obtenir [ = 0 et donc

™

lim sin™(t)e”t dt =0 |

n—-+oo 0




Probléme 3. Endomorphismes nilpotents.

Partie I - Trois exemples

1) -a- Notons B = (e1, ea,e3) la base canonique de R®.
(f(e1), f(e2), f(es)) est une famille génératrice de Im f, ou :

fle1) =(3,5,-1) f(ez) = (-1,-2,0) fles) =(2,3,-1).
On remarque que : (x) f(e3) = f(e1) + f(e2), donc
Im f = Vect(f(e1), f(e2))-

Puis (f(e1), f(e2)) est libre car les deux vecteurs ne sont pas proportionnels.

Finalement : | (f(e1), f(e2)) est une base de Im f |.

Puis, R3 est de dimension finie, donc d’aprés le théoréme du rang,
dimKer f = dimR® —rgf=3—-2=1.

Avec (%), e1 =e1 + ez —e3 = (1,1,—1) € Ker f.
Donc (e1) est une famille de Ker f, libre car €1 # Ogs et Card((e1)) = dimKer f donc par une caractérisation des bases

(e1) est une base de Ker f |.

-b- On peut calculer successivement :
f2(61)2(272772) f2(62):(7177171) f2(63):(171771)
F2(er) = f(e2) = f3(es) = (0,0,0).

Donc f coincide avec I'application nulle sur la base canonique donc .

Autrement : on peut aussi mener le calcul fastidieux de f3 (z,y, z) et trouver Vit (z,y,2) = (0,0,0).
2) -a- On a bien ¢ : R™ — R".
Puis soient u = (z1,...,2n) E R", v = (y1,...,yn) ER" et A € R,

p(Au+v) = A1+ y1,.. ., ATn +yn) = (0, A81 + Y1, .., ATn—1 + Yn—1) = Ap(u) + ¢(v).

Donc | ¢ est bien un endomorphisme de R™ |

-b- Soit u = (z1,...,zn) € R",
ueKerp s ou)=(0,...,00) &z =220=...=2,-1 =0.

Donc Ker ¢ = Vect(e) on e = (0,...,0,1).

De plus € # Ogn donc (¢) est libre donc (g) est une base de R™ et | dimKerp =1 |
Comme R" est de dimension finie, par le théoréme du rg ¢ = dimR"™ — dim Ker ¢ donc .

Soit u = (z1,...,2n) € R™, on calcule successivement

(e}
'

02 (x1,. - xn) = (0,0,21, ..., Tn-2), ..., " L(x1,...,xzn)=(0,...,0,21) " (z1,...,2n) =(0,...,0).

Finalement ¢" = w et | ¢ est donc un endomorphisme nilpotent |

3) -a- On a bien A : Ry[X] — Ry [X] car pour P € R, [X], deg(P(X + 1)) = deg P < n alors P(X + 1) € R, [X]
et donc P(X + 1) — P(X) € Ry[X].
Puis soient (P, Q) € (R[X])? et A € R,

AAP+Q) = (AP +Q)(X +1) = (AP + Q)(X) = A(P(X +1) = P(X)) + (Q(X + 1) = Q(X)) = AA(P) + A(Q).

Donc | A est un endomorphisme de R, [X] |

b Soit P € Rp[X].
e Si P est constant, alors P(X + 1) = P(X) donc A(P) = Og[x] donc deg(A(P)) = —oo.
e Sinon, posons P = apXP + Q ol ap € R est le coeflficient dominant de P et deg(Q) < p — 1. Alors

P

)X Q) -Q(X).

p—1 p—2
A(P) = ap(X+1)7=XPIHQX+1)=Q(X) = ap 3 () X*+QUX+1)~Q(X) = pap X~ ap 3 (
k=0 k=0

Comme deg(Q) = deg(Q(X + 1)) et CD(Q) = CD(Q(X + 1)) donc deg(Q(X + 1) — Q(X)) < p — 2, on en déduit
[des(a(P)) =p—1]

-c- D’aprés ce qui précede | Ker(A) = Ro[X] [



Puis comme Ry, [X] est de dimension finie alors d’aprés le théoréme du rang,
dimIm A = dimR"*! — dim Ker A = n.
Par ailleurs d’aprés 3)-b-, Im(A) C Ry,—1[X] et dimRy,—1[X] = n.

11 ’ensuit que | Im¢ C R, [X] |-

-d- Pour tout P € R,,[X], on a deg A(P) < deg P — 1 donc deg A%(P) < deg P — 2.
On répéte ce procédé, pour finalement obtenir deg A"*l(P) <degP—n+1<0donc A"*l(P) =0.

Ainsi A"t = et | A est nilpotent |.

Partie II - Indice de nilpotence

1) Soit f un endomorphisme nilpotent de F.
Soit A = {n € N/f™ = w}. A est une partie de N non vide car f est supposé nilpotent donc A posséde un plus petit élément, c’est
notre indice de nilpotence.

2) Soit f un endomorphisme nilpotent de E, on note p son indice de nilpotence.

-a- Par minimalité de p, on a fP~! # w. Donc | il existe zg € E tel que fP~ (o) # Og |

-b- Posons B = (zo, f(zo), .. .,fpfl(azo)).
Soit (Ao, ..., Ap—1) € RP tel que

Xozo + ALf (x0) + -+ + Apo1 fP 7 (m0) =05 (%).
On applique fP~! linéaire & (*), on utilise f* = w pour k > p,
Mo fP Y (xo) + 0r = Op.

Or fP~1(xg) # 0 donc Ao = 0.
On reporte dans (%),

Mf (o) + -+ Ap—1fP 7 (0) = 0p (%)
On applique ensuite fP~2 pour obtenir A1 fP~1(zg) = 0 et donc Ay = 0.

Puis de proche en proche, on obtient :
AN =A1=--=Xp—1 =0.

Donc | B = (z0, f(x0), - ., fP " (x0)) est libre |

-c- B est une famille libre de E, on peut donc comparer son cardinal & la dimension de E : .

Partie II1

1) e C(f) C L(E).
o welC(f)carwo f=fow=uw.
e Soit A€ Ret (g,h) € (C(f))?, alors go f = foget hof=foh,

fo(Ag+h)=Afog+foh=Agof+hof=(Ag+h)of

donc Ag + h € C(f).

Donc | C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E) |-

2) Soit g € C(f).

-a- f est nilpotente d’indice n donc d’aprés I1-2)-b-, il existe 29 € E tel que la famille de vecteurs B = (o, f(z0), ..., f* 1 (z0))
est libre.
De plus Card(B) = n = dim E donc d’aprés une caractérisation des bases | B est une base de E |
-b- On a
n—1
g9(w0) = Y a;f7 (wo).
§=0

Soit k € [0,n — 1]. Comme go f = f o g, par récurrence immédiate sur k, on montre que
goff=rkog.
Donc
n—1 ]
g (F£@0)) = 1* (9(0)) = £* | 3 a5 (@0)
j=0

n—1
= Z ajfk'H (zo) par linéarité de f*.
i=0

= aofF(z0) + a1 FF (@wo) + -+ an—k—1 " (z0)



-c- Onpose h =agld4aif+...4+ an_1f"1. Soit k € [0,n — 1],

n—1
> aif(f* (o))

Jj=0

h (£*(@0))

n—1
= Z a;j f**9 (z0) par linéarité de f*.
j=0
Et donc d’apreés, II1-2)-b-,
vke[o,n—1], g (f @) =h(f o).

Donc g et h coincident sur BB une base de E, par conséquent h = g c’est-a-dire | g = agIld+a1f + ... + an—1 /"1 |

3) D’apreés I11-3), on a déja C(f) C Vect(Id, f,..., f*1).
Puis pour tout k € [0,n — 1], f o f* = f**t1 = f¥ o f donc f* € C(f).
Donc {Id, f,..., f" '} est une partie de C(f), donc Vect(Id, f,..., f*~1) C C(f).

On a donc | C(f) = Vect(1d, f, .. LY

4) Reste a prouver que la famille (Id, f, ..., f"il) est libre.
Soit (ag,...,an—1) € R™ tel que
aoldld+aif+ -+ an_1f"" ' = w.
On évalue en zg,
aozo + a1 f (o) + -+ + an—1 "} (z0) = Op.
Or d’aprés 111-2)-a-, la famille (zo, f(x0), ..., f* 1 (x0)) est libre et donc

ap=a1 =...=anp—1 = 0.

Donc (Id, f, ..., f*~1) est libre.

Avec 1I1I-3), il s’ensuit que c’est une base et par conséquent | dim C(f) = n | (son cardinal).



