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Exercice 1

R3 — R3
(z,y,2) — (z4+y+z,—z—y+z2) "’
1) Soient u = (z,y,2) €R3, v = (2/,y',2') € R3 et A € R alors
fOu+v)=fOz+2  dy+v, e +2)=Qz+2 + A y+y + 2+ 2, dv—a' —dy—y + A2+ 2 Az +2)
=Xz +y+tz,—rz—y+z2)+ @ +y +72, -2 -y +2,2)

fOu+v) = M) + f() |

Dans cette partie £ = R3. On pose I’application

De plus f : R3 — R3 donc | f est un endomorphisme de R3 |.

2) Notons B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3.

e Calcul de Im f2 et rg(f?). On calcule:

f(el):(lvflvo) f2(81)=f(1,71,0)=(0,0,0)
f(e2):(17_170) f2(62):f(17_170):(07070)
f(e?)) = (17 171) f2(83) = f(17 171) = (37717 1)

Or Im f2 = Vect(f2(e1), f2(e2), f(e3)) donc | Im f2 = Vect(e1) ot 1 = (3, —1,1) | Puis comme &1 # Ogs alors (1) est

libre, comme elle engendre Im f alors | (1) est une base Im f2 |. Donc | rg(f2) =1 |.

e Calcul de Ker f2. D’aprés le théoréme du rang, dim Ker f2 = dimR% —rg f2 = 2. Or d’aprés les calculs de Im f2, e; € Ker f2
et ea € Ker f2, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc (e1, e2) libre, de plus contient 2 = dim Ker f donc d’aprés

le théoréme de caractérisation des bases,l (e1,e2) est une base de Ker f2 .

o Montrons que Ker f2 et Im f2 sont supplémentaires dans F.
dimKer f2 4+ dimIm f2=2+1=3=dimE.
Puis:
Ker f2 4+ Im f2 = Vect(ey, ez, 1) = Vect((1,0,0), (0,1,0), (3, —1,1)) Cs —3Cy + Co
= Vect((1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) = R®

D’aprés la caractérisation des supplémentaires en dimension finie | Ker f2 et Im f2 sont supplémentaires dans E | NB: on

peut aussi montrer que la famille (e1,e2,€1) est une base de R? en calculant son rang.

3) On détermine explicitement Ker(f — Idg) (avec la définition, c’est plus rapide que de déterminer Im(f — Idg) puis le rang...)
Soit (x,y,z) € R3,

r+yt+z==x - B
(z,y,2) € Ker(f —Idg) & f(z,y,2) = (z,9,2) & —x—y+z=y <:>{y N @{y ?
T=2z—2y T =3z

zZ=Zz

Donc | Ker(f — Idg) = Vect((3, —1,1)) = Im f? | Et donc d’apres 3), | Ker f2 et Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans E |.

. . , L o Ro[X] — Ro[X]
Dans cette partie E = R2[X]. On pose I’application P P4 PIO)X

1) Soient (P,Q) € (Re2[X])2, A €R

FOP +Q) = (AP +Q) + (WP + Q) (00X = AP/ + PI(0)X) + (@ + Q(0)X) = M(P) + F(Q).
De plus si P € Ry[X], alors P/ € Ri[X] et P/(0)X € Ry[X] donc par somme f(P) € R;[X] C Rg[X]. Finalement,

f est un endomorphisme de Ra[X] |

2) o Im f2 = Vect(f2(1), f2(X), f2(X?)). Or,

(1) = Og[x] F2(1) = f(Og[x]) = Og[x]
fX)=1+X PX)=f0+X)=1+X
f(X?) =2X FA(X?) = f(2X) =2 42X = 2f(X)




Donc | Im f? = Vect(1 + X) |

Or 1+ X # Og[x], donc (1 + X) est libre, de plus engendre Im 12 doncl (1 + X) est une base de Im f? | D’ou .

e D’aprés le théoréme du rang, dim Ker f2 = dimRa[X] — rg f2 = 2. Les calculs qui précédent fournissent de plus f2(1) =0
et f(X2) = 2f(X) donc f(X2% —2X) = 0. Dot 1 et X? — 2X appartiennent a Ker f2, ces deux polyndémes n’étant pas
proportionnels, la famille (I,X2 — 2X) est libre, de plus contient 2 = dim Ker f vecteurs, alors d’aprés le théoréme de

caractérisation des bases, | (1, X2 — 2X) est une base de Ker f2 |

3) dimKer f2 + dimIm f2 = 3 = dimg, [X].
Puis:
Ker f2 4+ Im f2 = Vect(1 + X, 1, X2 — 2X).
La famille (1 + X,1, X2 — 2X) est échelonnée en degré donc libre, de plus contient 3 polynémes. Or dimR3[X] = 3, donc
(1+ X,1,X? — 2X) une base de Ro[X] d’aprés le théoréme de caractérisation des bases. D’ott: Ker f2 + Im f2 = Ra[X].
NB: on pouvait aussi, transformer la famille génératrice en (1, X, X?) par des combinaisons linéaires.

Finalement, d’aprés la caractérisation des supplémentaires en dimension finie, | Ker 2 et Im f2 sont supplémentaires dans E |

4) On détermine Ker(f — Idg) a l’aide de la définition. Posons P = aX? +bX + ¢,
P € Ker(f —Idg) & f(P) =P
& 20X +b+bX =aX?+bX +c
s aX?-2aX+c—b=0
{a 0
=
b=c

& P=bX+1)

Dot | Ker(f — 1dg) = Vect(X + 1) = Im f2 |

On suppose maintenant que f3 = f2. On pose F = Ker f2 et G = Ker(f — Idg).

1) {0g} C FNG car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Inversement, soit u € F'N G c’est-a-dire f(u) = u et f2(u) = Og. Donc comme f(u) = u alors en appliquant f, f2(u) = f(u), puis

de nouveau f(u) = u d’ott f2(u) = u. Or f2(u) = O d’ott w = 0 d’ot autre inclusion. Finalement, | F NG = {0g} |.

2) f2 € L(E). Puis en utilisant f3 = f2

(f2)2 =frt=f30f=f20f=s3=f2 donc| f2 est un projecteur |

3) Montrons Im f2 = Ker(f — Idg).

C: Soit v € ITm f2, posons alors u € E tel que v = f2(u). 1l vient
(f —Idp)(v) = f(v) —v = f3(u) — f2(u) =0g (car f2=f3) donwv€Ker(f—Idg) donc Im f2C Ker(f —Idg).

D: Soit u € Ker(f — Idg) c’est-a-dire f(u) = u. Donc f2(u) = f(f(u)) = f(u) = u. D’ott w € Im f2. Ce qui donne lautre
inclusion.

Finalement | Im f2? = Ker(f — Idg) }

4) Comme f? est un projecteur, Im f2 et Ker f2 sont supplémentaires, or d’aprés C-3), Im f2 = Ker(f — Idg) donc | F& G = E |

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E.
1) Soit k € N. Montrons que Im f**+1 C Im f*. Soit v € Im f**!, posons u € E tel que v = f*+1(u), alors v = f*(f(u)) € Im f*.

Donc Im f*+1 C Im f* et donc | la suite (Im f*),cy est une suite décroissante au sens de I’inclusion |.

Montrons que Ker f* C Ker f**1. Soit v € Ker f*, alors f*+1(v) = f(f*(v)) = f(0g) = 0 donc v =€ Ker fF+1.

Donc Ker f¥ € Ker f*t1 et donc | la suite (Ker f*)pen est une suite croissante au sens de I'inclusion |

2) Posons k entier tel que Ker f* = Ker f**1. Montrons que Ker ff*+1 = Ker f++2.

C : Ker fF+1 C Ker f*+2 d’aprés 1) et la croissante de la suite (Ker f¥)pen.

D : soit u € Ker f**+2 alors fF*2(u) = 0g donc f*+1(f(u)) = Og donc f(u) € Ker f*¥+1. Or Ker f¥+1 = Ker f* donc
FE(f(u)) = 0g cad fF*t1(u) = 0g cad u € Ker f*+1. D’oit la 2éme inclusion.

On a donc bien, Ker f**t1 = Ker f*¥2. De proche en proche, tous les noyaux sont donc égaux a partir de Ker f* c’est-a-dire :



Vm > k, Ker f™ = Ker f* |
NB : on pourrait montrer le résultat par récurrence sur m.

3) Posons k entier tel que Im f* = Im f**1. Montrons que Im f*+1 = Im f*+2,

C : Im f*+2 C Ker f**! d’aprés 1) et la croissante de la suite (Im f*)gen.
O : soit v € Im fF+1 alors posons u € E tel que v = f*+1(u) = f(f*(u)). Or f¥(u)Im f* et Im f* = Im f*+!, donc posons
a € E tel que fF(u) = f*T1(a). On déduit v = f(fF**1(a)) = f**+2(a) € Im f*¥+2. D’ou la deuxiéme inclusion.
On a donc bien, Im f¥*t1 = Im fk¥*2. De proche en proche, toutes les images sont égales & partir de Im f*¥ c’est-a-dire :
[vm > &, oy =1 g |

NB : on pourrait montrer le résultat par récurrence sur m.

4) | On suppose que E est de dimension finie n | Soit s (en supposant qu’il existe) le plus petit entier k tel que Ker fk = Ker fFt+1.

Soit r (en supposant qu’il existe) le plus petit entier k tel que Im f* = Tm f*+1.
On veut montrer que r = s.

-a- D’aprés 1), la suite la suite (Ker f*)zcn est une suite croissante donc la suite des dimensions (dim Ker f¥)en est suite
croissante d’entiers naturels, majorée par dim E car les noyaux sont inclus dans E, la suite ne peut donc étre strictement
croissante, donc il existe un entier naturel k tel que Ker f* = Ker f¥1, on note s le plus petit entier vérifiant cette propriété.

Montrons que s < n. Supposons que s > n, alors pour k < s, Ker fF ¢ Ker f*t1 donc dim Ker f* < dim Ker f*+1 donc
dim Ker f*+1 — dim Ker f* > 1, on somme alors pour k = 0 & s — 1, par téléscopage on obtient dim Ker f* — 0 > s > n donc
dim Ker f* > n ce qui est absurde car Ker f* C E. Don cs < n.

D’aprés 1), la suite la suite (Im f*),en est une suite décroissante donc la suite des dimensions (dimIm f*),cn est suite
décroissante d’entiers naturels, minorée par 0, la suite ne peut donc étre strictement décroissante, donc il existe un entier

naturel k tel que Im f* = Im f5*1, on note r le plus petit entier vérifiant cette propriété.

Par un raisonnement similaire a celui ci-dessus, on montre r < n.

On a donc bien, s<nl|

-b- Supposons s < r. D’aprés 1), on a déja une inclusion, Im f” C Im f5.
Reste & prouver I’égalité des dimensions. D’aprés 2), Ker f7 = Ker f° (s est un indice pour lequel Ker f$ = Ker f5+1) d’ou
I’égalité des dimensions dim Ker f” = dim Ker f* et donc d’aprés le théoréme du rang dim £ —dim Im f” = dim £ —dim Im f*
et donc dimIm f" = dimIm f*.
On en déduit que Im f* = Im f".
Par minimalité de r et d’aprés 3), on a donc s > r.

Avec s < r, on a donc bien .

-c- Par un raisonnement similaire, on montre que si r < s, alors Ker f5 = Ker f", puis s = r.

-d- D’aprés 4)-a- et 4)-b- on a donc bien dans tous les cas r = s.
5) On suppose toujours que E est de dimension finie n.

-a- On pose pour tout k € N, 8 = dim(Im f*) — dim(Im f*+1).
Conséquence de la  définition de & du théoréeme du rang appliqué a fF et fF*1 il vient,
pour tout k € N, §; = dim(Ker f*+1) — dim(Ker f¥) |

On souhaite prouver dans la suite que cette suite (O0x) est décroissante

-b- Im f*+! un sev de Im f¥ et Im f* est de dimension finie, donc | il existe un sous-espace vectoriel Dy, tel que Im f* = Im f*+1 @ Dy,

avec de plus dim Dy, = dim Im f* — dim Im f**! donc | dim Dy, = §, |

- Onalm fF*1 = {f¥41(a) /a € B} = {f(f*(a)) / a € E} = f(Im f*) = f(Im f*+1 @ Dy,).

Donc Im f5+1 = {f(a+b)/a € Im fFt1 et b € D} = {f(f5*FT1(c)+b)/c € Eet b€ Dy} = {f5**t2(c)+f(b)/c € Eet b€ Dy}.
Doncl Im f5+1 = Im f5+2 4 f(Dy) |

-d- D’une part, a aide de la formule de Grassmann,
dim Im f**! = dim Im f5+2 4 dim f(Dy,) — dim(Im %2 N (D)) < dimIm f*2 4 dim f(Dy,).

Donc 441 = dimIm FFTY — dimIm f#+2 < dim f(Dy).
Puis dim f(Dg) < dim Dy, (%) or dim Dy, = &) d’aprés 5)-c-.

Finalement, .

NB : preuve de (*), notons (e1,...,eq) une base Dy,
f(Dy) = f(Vect(et,...,eq)) = Vect(f(e1,-.., f(eq))-
Donc dim f(Dy) < dim Vect(f(e1,..., f(eq)) < d (la dimension est inférieure au nb d’éléments de toute famille génératrice).



