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Exercice 1 On notera SATP pour série & termes positifs.
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-a- On pose pour n € N*, u,, = ———.
pose P T n21n®(n)

e Pour n € N*,

1
) Z Uy €t Z — sont des SATP.
n

1 . . .
° Z — est une série convergente (série de Riemann avec 2>1).

n2
Z#

Par comparaison des SATP, = converge |[.
n?1n°(n)

1
-b- Cas a > 1et f € R. On pose pour n € N*, u,, = —
n®1n” (n)

e On pose v €]1,af. Pour n € N*,
-8
nTu, = I (n) 0
ne—"o n — +4oo

car @ —y > 0 (par croissances comparées si 8 < 0 et tout simplement par opérations sur les limites si
B> 0).
1 1

Donc u,, = O(H) = O(

).

1
) Zun et Z — sont des SATP.
n

ny
1 - s .

. g — est une série convergente (série de Riemann avec 2>1).
n

Y

neIn (n)

Par comparaison des SATP, converge |[.

NB : il était donc inutile de traiter plusieurs cas selon le signe de [, gagnez du temps.

1
nzIn°(n)

1

_n2
In®(n)

-a- On pose pour n € N*, u,, =

1 . .
— 400 donc u, > — a partir d’'un certain rang.
n

n — +oo

e Pour n € N*, nu,, =

° Zun et Z % sont des SATP.

1 - . .
. g — est une série divergente (série harmonique).
n

Par comparaison des SATP, converge |.
nz In°(n
1
-b- Cas a < 1 et 8 € R. On pose pour n € N*, u,, = —
n®1n”(n)
e On pose v €]1,al. Pour n € N*,
nlfa

NUy = “+00

In? (n) n— +eo
car 1 — a > 0 (par croissances comparées si 8 > 0 et par opérations sur les limites si 5 < 0) donc
Uy = — apcCr.

n

° Zun et Z % sont des SATP.

1 - . .
. g — est une série divergente (série harmonique).
n



Par comparaison des SATP, Z 0 ,8( ) diverge |.
n*In”(n

NB : on aurait pu traiter le cas a < 0 qui donne la divergence grossiére a part, mais la méthode ci-dessus
a la mérite de fonctionner pour tout a.

_
In’(n)’

3) Casa=1et 8 <0. On pose pour n € N*, u,, =
nln”(n)

e Pour n € N*, u,, = %ln_ﬂ(n) > % pour n > 3 car dans ce cas In(n) > 1 et comme —f3 > 0, alors

In~?(n) > 1.

° Zun et Z% sont des SATP.

1
. E — est une série divergente (série harmonique).
n

1
Par comparaison des SATP, Z ——— diverge |-

nln® (n)

4) Cas a=1et 8> 0. On pose, pour t € [2,4+00[, f(t) = tl—l’ﬁt = %111_5 t.
n
In est dérivable sur [2, 400 & valeurs dans R et t — t=P est dérivable sur R* donc par composition ¢ InP¢
est dérivable sur [2,+oo[. Puis par produit avec la fonction inverse qui U'est aussi, la fonction f est dérivable
sur [2,+oo[ comme inverse d’une fonction dérivable sur [2,+oo[ dont le dénominateur ne s’annule pas. Puis
pour tout ¢ € [2,400],
In’t+ ﬂt% P 1¢

1y
@) = RN < 0.

Donc f est décroissante sur [2, 4+00].
NB : ne pas oublier donc de justifier la décroissance de la fonction f.

De plus f est continue par morceaux et positive, donc d’aprés le théoréme de comparaison série-intégrale

Z f(n) et </" £ dt) ont méme nature.
2 n

. Sip£L
o= [ = ) = s (P ) —rs @) g
" Pt 1-8 21— n—+oo | 400 sifg <1’

e Sifg=1,

1

Conclusion: |la sériez 1 ,8( )
nln”(n

converge si et seulement si § > 1 |.

NB : pour cette question inutile de mettre en oeuvre la comparaison série intégrale en encadrant la somme
partielle. Il est beaucoup plus plus rapide d’utiliser le théoréme qui caractérise la convergence de la série par la
convergence de la suite des intégrales.

5) Pour tout k € [3, +oo,
k+1 k
[ rwa<ms [

k—1
Soit n > 3, on somme l'encadrement précédent, pour k € [3,n] puis on ajoute f(2),
n k+1 n n k
f+Y [ ey fm <Y [ so
k — g k-1

k=3 k=2

[\



n
1
Puis d’aprés la relation de Chasles, et en posant la somme partielle d’indice de la série étudiée S,, = E T
n
k=2

1+"+1dt<s<1+"dt ()
< — - *).
2In2 3 tlnt = 7" 7 2In2 5 tlnt
Apreés calcul des intégrales il vient :
1
53 +In(ln(n+1)) = In(In3) < S,, < 53 +In(lnn) — In(ln2).
=Bn

=an

Notons que G, o In(Inn). Puis ay, o In(In(n + 1), et

In(1+2)
17) ~ In(In(n)).

In(In(n+1) = In (hq(n) +In(1 + %)) = In(In(n)) +In (1 + () o
— +oo
n — 4oo — 0

Par conséquent £, o In(In(n)).
On divise alors ’encadrement de S,, par In(In(n),

Qp Sn Bn
In(In(n)) = In(ln(n)) = In(ln(n))
1 — 1

Finalement, par théoréme d’encadrement o — 1 c’est-a-dire
In(Inn) » - +e




