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2023/2024 Corrigé
Probléeme
Partie |
1) Soit A € R.
3—XA -1 -1
Cl<—cl+(3—)\)03
rg(A—A3) =rg 2 11— =2 N
0 1 2.y -G
0 0 -1
—g| 200-2)  3-X -2 | Ly 2Ly — (\—3)Ls
B-XN2-X A=3 2-2AX
0 0 -1
=Trg 2()\—2) 3—A —2 | Ly L3
0 A=3)(-1+x) -2
0 0 —1
=rg 0 A=3)(-1+x) -2
20\ — 2) 3- A )
o SideR\{1,2,3), rg(A— \3) = 3. 0 0 -1
e SiA=2rg(A—I3)=rg|0 -1 —-2|=2
0 2 -2
0 0 -1 0 0 -1
e Sid=1r1gA—I)=1g| 0 0 —2|=2 e SiA=31g(A—I)=1g|0 0 —2]| =2
-2 2 =2 2 0 -2

2 side{1,2,3}

) . On note \; =4 pour ¢ € {1,2,3}.
3 sinon.

Bilan, [rg(A — A\I3) = {

2) e On détermine un vecteur de chacun des noyaux Ker(f — \; Id).
2 -1 -1
A-I3=12 0 —2] doncCi+Cy+C3 =03 donce;+estes € Ker(f—Id). On pose €] = e1 +ea+es.

0 -1 1
1 -1 -1
A—-2I3=12 -1 —2| donc C; + C5 =05 donc e; + e3 € Ker(f —21d). On pose e} = e + e3.
0 -1 0
0 -1 -1
A—3I3 = (2 —2 =2 donc —C3 + C5 = 03 donc —ez + eg € Ker(f — 31d). On pose e = —es + e3.
0o -1 -1

e On pose B' = (¢}, €}, e5). Alors

1 1 0 1 0 0 1 0 0
rgB)=rg|(1 0 —-1|Ce+Co—-Ci=1g|1 -1 —1|C3+C3—-Coy=1g|1 -1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 1

=3 = Card(B') = dimR?.

Donc par caractérisation des bases, | B’ est une base de R? |

e Pour i € {1,2,3}, comme e; € Ker(f — \;1d) alors f(e;) = M\e; avec A; = 4, on obtient
1 0 0
D=Matg(f)=[0 2 0
0 0 3




1 1 0
3) On note P la matrice de passage de B a B, |[P= |1 0 —1]] Pour le calcul de P~!, notons que
1 1 1
ey =ert+extes ez =€) — € -1 1 1
eh=e; +e3 et donc < e3 = e +ex =€) — e + € ondéduit |[P~1=] 2 -1 -1
eh=—ex+e3 e1=¢h—e3=—e| +2e, —ef -1 0 1
4) D’aprés la formule de changement de base, A = PDP~! puis par récurrence on prouve que

Vn €N, A" = ppnp-1|

1 0 0 ntl g 1-2" 1-2"
5) Comme D est diagonale, D" = [0 2" 0 | et aprés calculs|A™ = 3" —1 1 1-3"
0 0 3 antl _3n 1 1-27 1-2"43"
Partie Il

On revient au cas général ou E est un espace vectoriel réel de dimension 3 de base B.

1) Supposons A — I3 est inversible. Soit L € M3(R),

L=AL+B& (A—I5)L=-B

L=AL+B&L=—(A-1)"'B}|

2) On suppose qu'il existe une matrice L € M3(R) telle que L = AL + B.
Notons [ 'endomorphisme de F tel que L = Matg(l).
Comme L = AL+ B alorsl = fol+ g donc (Id—f)ol =g. On déduit :

Vu e E, g(u)=Id—f)(l —u) € Im(Id —f).

Ce qui traduit, | Im(g) C Im(Id —f) |

3) Réciproquement, on suppose Im(g) C Im(Id — f). Soit G un supplémentaire de Ker(Id — f) dans E.

-a- e Existence. Soit v € E. Comme g(u) € Img et par hypothése Img C Im(Id—f) donc g(u) €
Tm(Id — f).
Posons donc a € E tel que g(u) = (f —Id)(a).
Puis G @ Ker(Id — f) = E donc posons a = v+ w ot v € G et w € Ker(Id — f), par conséquent

9(u) = (f = 1d)(a) = (f = 1d)(v + w) = (f = 1d)(v) + (f = Id)(w) = (f —1d)(v).
—_——

=0g

e Unicité. Soit u € E. Soient vy et vo dans G tels que g(u) = (f —Id)(v1) = (f —Id)(v2).
Alors (f —Id)(v1 — v2) = 0g donc v1 — vy € Ker(f —Id). Par ailleurs, v; — vg € G car v1 et vs.
Et donc v1 — vy € GNKer(f —1Id); et comme G et Ker(f — Id) sont supplémentaires il vient G N
Ker(f —Id) = {0g}.
Finalement, v; — vo = 0 donc vy = vs.

e Conclusion. | Pour tout w € E, il existe un unique vecteur v € G tel que g(u) = (Id —f)(v) (x) |

On définit alors 'application ¢ de E vers E qui & tout uw € E associe I'unique vecteur v vérifiant
légalité () ci-dessus.
-b- Pour tout u € E, ¢(u) =v € G C E donc ¢ va bien de E dans FE.
Par définition de ¢, pour tout u € E, g(u) = (Id —f)(p(u)) donc | g = (Id—f) o ¢ |.
Soit (u,u’) € E?, A\ € K. Dune part, par définition de ¢

gAu+u')=Id—f)opu+u).



D’autre part,

gAu+u") = Ag(u) +g(u') (g linéaire)
M1~ f) o plu) + ([d—f)op(u)  (def. de ¢)
= A(Id = f)(Ap(u) + ().

Et Ap(u) + p(u') € G, donc par définition de 'application ¢, on obtient bien

Ap(u) 4+ (u') = p(Au +u').

Conclusion : | @ est un endomorphisme de F |

Autrement : d’aprés le théoréme du rang, Id —f est un isomorphisme de G (qui est un supplémentaire
de Ker(Id — f) dans E) vers Im(Id — f).

Posons h = (Id —f)|¢ cet isomorphisme; alors la relation g = (Id —f) o ¢ avec ¢ & valeur de G se réécrit
: g=hoydonc ¢ = h~!ogdonc g est linéaire par composition d’applications linéaires et va bien de E
dans E.

-c- Notons L = Matg(p). Comme g = (Id —f) o ¢ alors en passant a I’égalité des matrices, il vient B =
(Is — A)L c’est-a-dire | L = AL + B|.

4) Nous supposons dans cette question l'existence d’une matrice L appartenant a Ms3(R) telle que L = AL + B.
On adapte la méthode connue pour obtenir I’expression d’une suite numérique arithmético-géométrique.
On soustrait L = AL 4+ B a la relation de récurrence : Vn € N, U,,41 = AU,, + B pour trouver :

VneN, (Ups — L) = AU, — L).

La suite (U, — L)nen vérifie donc une relation de réurrence du type géométrique, on démontre alors, par
récurrence :

VneN, U,—L=A"Uy,—-1L) soit VneN, U,=A"Uy—-L)+L|

Partie Il

Dans cette partie on revient au cas particulier, £ = R3,

3 -1 -1 3 -1 -2
A=12 1 —2| (delapartie A)etonpose B=|1 0 -1
0 -1 2 2 —1 -1
1) On cherche a prouver que Im g C Im(Id — f) soit Im B C Im(I3 — A).
-1 -2 -2 1 1
. 3 C3+ C1+Cy+C5 . C3+CL+Cy+0Cs
B=|1 0 -1 is Oy —C Is—A=1-2 0 2 s O 10
2 -1 -—1) PuE2 2 0 1 -1/ PuE™ 21
31 0 1 10
~ |1 0 0]Cy+Cy—20C, ~11 0 O
“\2 10 “\o 10
1 10
~11 0 O
“\o 10
1 1
Donc Im(B) = 1Im(I3 — A) = Vect 11,10]]. Et donc d’aprés la partie II,
0 1

il existe L € M3(R) telle L = AL + B|.




/

2) On calcule g(e€}), g(eh), g(e}) en effectuant les produits matriciels Matg(g) Matg(e}),

3 -1 =2 1 0 3 -1 =2 1 1 3 -1 =2 0 —1
1 0 -1 11=10 1 0 —-11({0)=10 1 0 -1 11 =1-1
2 -1 -1) \1 0 2 -1 -1) \1 1 2 -1 -1) \ 1 0
On déduit
g(e'l) = Ops g(eh) = ¢l gleh) = —eh + €l
0 0 O
Donc | M =Matg(g) =10 1 -1
0 0 1
0 0 O
3) Posons L'=|a b c¢],
d e f
L'=DL +T <« (Is—D)L' =T
0 O 0 0 0 O 0 0 O
< |0 -1 0 a b ¢c]=10 1 -1
0O 0 -2 d e f 0 0 1
0 0 0 0 0 O
e ) —c | =10 1 -1
—2d —2 —2f 00 1
a=d=e=0
b=-1
<~
c=1
r=-1
0 0 0
L'=DL'+T<L =0 -1 1
0 0 —3

D’aprés les formules de changement de base, D = P"1AP et T = P"'BP donc L' = P~'APL’' + P~'BP.
En multipliant a gauche par P et a droite par P!, il vient PL'P~! = APL'P~! + B.

-3 1 2
En posant | L = PL’P~! on a bien L = AL + B|. Aprés calculs, |L=[ -3 0 é
-5 1 3
3 -1 -2
4H) Uy—L=[0 O 0 |, la premiére colonne de U, est
0 O 0
2ntl 1 1—2n 1-—2n 3 -3 3x 2"t —6
3 -1 1 1-3" 0|+ —é = 3t T
2ntl—3n—1 1-2" 1-2"+43") \0 -3 3x2ontl—3ntl _ 1

|

—_ O =



