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Inégalité de Cauchy-Schwarz

n

n
. : 1 .
Exercice 1. (V) Soient n € N* et (x1,...,2,) € (R%)™ tels que E x; = 1. Montrer que g — >n? et étudier le cas
i=1 i=1

d’égalité.
Exercice 2. (x) Soit f une fonction continue strictement positive sur U'intervalle [a, b]. Montrer que :

b b
/f(t)dt/ %dt}(bfa)?

Etudier les cas d’égalité.

Des produits scalaires

Exercice 3. (V) Pour tout (P, Q) € (Ry[X])2, on pose (P|Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).
1) Montrer que (-|-) définit un produit scalaire sur Ro[X].
2) On pose les polynémes de Lagrange:

(X —1)(X —2) X(X —2) X(X—1)

Fo = 0—1)(0—2) T a0 -2) T 2-0E2-1)

Montrer que (Py, P1, P;) est une base orthonormale de Ro[X].

3) Déterminer les coordonnées d’un polynéme @ € Ry[X] dans cette base.

Exercice 4. (x)Généralisation de |'exercice 3
Soient n € N* et lesn+1réels xg <21 < ... < Zn.

n

Pour tout (P, Q) € (Ry[X])?, on pose (P|Q) = Y P(2:)Q(:).
1=0

1) Montrer que (-|-) définit un produit scalaire sur R, [X].
i X — Tk

Tj—w
k=0 J k;
Kt

2) Pour j € [0,n], on pose P; = (polynomes de Lagrange).
3) Montrer que (Py,...,P,) est une base orthonormale de R, [X].

4) Déterminer les coordonnées d’un polynéme @ € R,,[X] dans cette base.

Exercice 5. () Sur l'espace vectoriel E = R[X] on définit 'application (-|-) : E x E — R par:
1
(P|Q) = / P(#)Q(t)dt, pour tout (P,Q) € E>.

-1
1) Montrer que (+|-) est un produit scalaire sur E.
2) On pose F = Vect(1, X, X?).

-a- Construire une base orthonormale de F' pour le produit scalaire (-|-).

-b- Donner I’expression du projeté orthogonal du polynéme X3 sur F.




Exercice 6. (x) On définit Papplication ¢ par :

wamemww,wm@ralfU%WM€WM&

2 J_,

1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

2) Montrer que (1,X,...,X") est une famille orthonormée de R[X] pour le produit scalaire (.

Exercice 7. (x)Polynémes orthogonaux
Soient a et b deux réeels tels que a < b, n € N.
Soit w une fonction continue sur [a, b], non nulle, & valeurs positives.

R, [X] xR, [X] — R
(P,Q) = (PIQ) = [ P()Q(Hw(t) dt

1) Montrer que l'application définit un produit scalaire sur

R,[X].
2) Montrer qu'il existe une unique famille de polynémes (Py)o<k<n telle qu’on ait les trois conditions suivantes
satisfaites :
e (C1) pour tout k € [0,n], Py est de degré k.
e (C3) pour tout k € [0,n], Py est de coeffcient dominant 1

e (C3) la famille (Py)ogr<n0 est une base orthogonale de R, [X].

Exercice 8. (x) Soit F un espace préhilbertien et a € E un vecteur unitaire.
ExE — R

(z,y) = (zly) + k(alz)(aly) -
Montrer que ¢ est un produit scalaire si et seulement si k > —1.

On pose

Projection
Exercice 9. (V) R* est muni du produit scalaire usuel. On pose F' = {(x,y,2,t) €ER3 /o —y+2z=0et y+t=0}.
1) Déterminer une base orthonormale de F et F-. En déduire une bon de R*.

En déduire la matrice de la projection orthogonale sur F'*.

)
2) Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.
3)

)

4) Calculer d(u, F) ot u = (1,-1,1,2).

Exercice 10. (©) Soit E un espace euclidien de dimension n et B une base orthonormale de E. Soit u un vecteur
unitaire de E, on pose D = Vect(u).

1) Montrer que la matrice, dans la base B, de la projection orthogonale sur D est UU T ott U = Matg(u).
2) En déduire la matrice, dans la base B, de la projection orthogonale sur P = D+.
3) Application: dans R? muni de sa base canonique, déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan

d’équation 2z —y — 2z = 0.

T

1
Exercice 11. (x) Calculer le minimum de f : R? — R définie par: V(a,b) € R?,  f(a,b) = = / (e' —(a+bsint))? dt.
m

—T

Exercice 12. () On munit M, (R) du produit scalaire usuel (A|B) = Trace(A' B).
On note S, (R) et A, (R) les ensembles des matrices symétriques et antisymétriques de M,,(R) respectivement.

1) Montrer que S,,(R) et A,,(R) sont des supplémentaires orthogonaux pour ce produit scalaire.




2) Déterminer la projection orthogonale d’une matrice A sur S, (R).

3) Soit A = (a;j) € Mp(R). Déterminer le minimum des ensembles suivants :

U=< > (ai; —my)® | M = (my) € Su(R) V=3 > (aiy—my) /M= (mi) € Au(R)

I<i,isn 1<igsn

4) Montrer que pour tout A € M,,(R), Trace(A) < v/ny/Trace(AT A).

5) On se place dans le cas n = 2. On pose A = ((1) 21).
Calculer d(A, S2(R)) et d(A4, A2(R)).

Exercices théoriques

Exercice 13. (xx) Soit E un espace euclidien de dimension n > 2.
Soient x et y deux vecteurs distincts tels que (x]y) = ||y||*.
Montrer qu'il existe un unique hyperplan H de FE tel que y = py(x) ou py est la projection orthogonale sur H.

Exercice 14. (xx) Soit F un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-|-). Soient n € N* et (ey,...,e,) € E™ tels
que
n
Vie[l,n], el =1 Vee B, Y (afe)® = ||z
i=1
Montrer que (eq, ..., e,) est une famille orthonormale de E puis que c¢’est une base orthonormale.

Exercice 15. (x) Soit E un espace euclidien et f € £(E) vérifiant : V(z,y) € E?, (f(z)ly) = (z|f(y)). On dit que f
est un endomorphisme symétrique.

1) Montrer que la matrice de f dans une base orthonormale est symétrique.
2) Montrer que Im f = (Ker f)*.

3) Montrer qu’une projection orthogonale est un endomorphisme symétrique.

Exercice 16. (x) Soit E un espace euclidien et f € L(F) vérifiant : Vo € E, (f(x)|z) = 0.
Montrer que Im f = (Ker f)*.

Exercice 17. (xx)Déterminant de Gram
Soit (x1,...,2,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E.
On note G(1, ..., 2y) la matrice de M, (R) définie par G(z1,...,2n) = ((@i]7;));<; jcn-

1) Montrer que si (21,...,z,) est liée alors det G(x1,...,z,) = 0.
2) On suppose maintenant que (z1,...,%,) est libre et on pose F = Vect(x1,...,2,).
-a- On pose B une base orthonormale de F' et M = Matg(z1,...,Zy).

Exprimer G(z1,...,,) & laide M et M.
-b- Montrer que det(G(x1,...,2z,) > 0.

3) Déduire que (z1,...,x,) est libre si et seulement si det G(z1,...,x,) # 0.

det G(x,21,...,2y)
det G(x1,...,xn)

4) Soit x € E. Montrer que d(z, F) = \/




