I\/I PS Il Lycée Corneille Devoir a la maison 2 -

2024/2025 Correction

Exercice 1 On définit la fonction f par f(z) = In(e® +e~% —2).
1) Soit z € R,

(E)&e+e ™ -2>0

@e“’+i—2>0
efl}

2T _2e 41
€
7;712
@u>0
e®

& (e®—1)2>0car ¢ >0

< x #0car (e® —1)? > 0 et est nulle si et seulement si x = 0.

| L’ensemble-solution de (E) est donc S(gy =R* |

Comme In est définie sur R?, pour z € R, x € Dy & (E) & z € R*. Dong, | 'ensemble de définition de f, Dy est R* |

x — —x est continue, dérivable sur R* a valeur dans R
z — e” est continue, dérivable sur R

donc, par composition x — e~ est continue, dérivable sur R*.

—x

e De plus z — —2 est continue, dérivable sur R*, donc par somme z +— e* +e~% —2 est continue, dérivable sur R* & valeur

dans R:

e Puis In est continue, dérivable sur ]R:.

e Par composition, | f est continue et dérivable sur R* |

3) R* est symétrique par rapport a 0, puis pour z € R*,  f(—z) =In(e™* +e% —2) = f(z) donc ..

4) e Limite en +oco.

e’ — oo, e”® — 0 parsomme e’+e ¥-2 — Hoo.
xr—+4o0 T —r 00 xr—+o0

Or In(z) — +oo donc par composition In(e” +e~* —=2) — 400, donc| lim f(z) = 4oo.
x—+00 x—+00 r—+00

e Limite en +o0o. Par parité de f,| lim f(z)= 4oo.
Tr—r—00

e Limite en 0.

e’ — 1, e™® — 1 par somme e“+e *—-2 — 04 (04 care®+e % —2>0).
x—0 x—0 x——+0
Or In(x) —» —oo, par composition In(e” +e~% —2) — —oo, donc| lim f(z) = —oo.|Par parité, | lim f(z) = —oo.
z—04 z—04 z—04 z—0_
Variations de f. Soit x € R*,
T |—00 0 +o00
e =T
/ ’
r)= ——". +
o f ( ) e e~ —2 f

+00 +oo
Comme e* +e~* —2 > 0, alors le signe de f’(z) est celui de e* —e~*. Puis pour f \ —oo || —o0 /
z >0,

e?>1>e” donc e’ —e " > 0.

Donc Vz > 0, f’(z) > 0 donc f est strictement croissante sur R* . Par parité, f est
strictement décroissante sur R* .

5) -a- Soit z € R*,
f(@) =In(e” (1+ e 9 e "))
=1In(e”) + In (1 t+e 2% —26_96)

fl@)=z+1n (1 +e 2@ —2e_x) R

-b- Montrons que f(z) —z — 0.
T — 400

D’aprés, 5)-a-, pour z € R*,
flz)—z=In(1+e 2" —2e77).

Or e~22 — 0, e® — 0 parsomme 1+e7 2?2 -2e® — 1.Or In(z) — 0 donc par composition
T — 400 r—4o00 xr—+00 r—1

In(l1+e72* —2e7®) — 0,donc| lim (f(z)—z)=0.

xr—+00 r—+oo

Dong, | la droite d’équation y = x est asymptote & la courbe C; de f au voisinage de +o0 |

Par parité, | la droite d’équation y = —x est asymptote & la courbe Cy de f au voisinage de —oco |




-¢- On étudie le signe de f(z) — z pour z € R*,
fl@)—z=In(1+e?* -2e7%) =1In ((1 - eﬂ”)2> .
Orpourz >0,0<e ®<ldonc0<1—e"®<1ldonc0< (1—e"%)2<1,dou f(z)—z=In ((1 - e*z)2> < 0 et donc la

courbe est au dessous de la droite d’équation y = x sur RY .

6) Tracer la courbe Cy.

7) -a- Sur lintervalle R? , d’apres 2) f est continue et d’aprés 4), f est strictement croissante. Donc d’aprés le théoréme de la
bijection monotone, f réalisé une bijection de ]R: vers f(]R:) = R. Donc pour tout A € R, il existe un unique =z € R: tel que
£(@) =

L’équation f(z) = A admet donc une unique solution sur R*_, par parité il existe une autre unique solution sur R* . Finalement,

I’équation f(x) = A admet exactement deux solutions sur R* |.

-b- Soit z € R,
4 4

)= - & Ine®+e *-2)= -

f@) =5 & n( =3

Sef+e T -2=¢

4
e 412" =e3 e”

<:>X2—(2+e%)X+1:0 o X =e”
243 £1/e5 +4e3
e e: e:
o X = 2 A:(2+e%)274:e§+4e%
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24+ e3 —\/e3 +4e3 2+ e3 +1\/e3 +4e3
S r=In 5 ou 1

n
Exercice 2 Pour n € N*| on pose S, = Z(_l)n+kk2_
k=1

1) 81 = (=) done[S1=1] 82 = (—1)2H112 + (=1)>+22 donc
S5 = (~1)*F112 4 (=1)*+222 + (~1)*+332 done [ S5 = 6]

2) Soit n € N*.

n+1 n
Sn+1 — Z(_l)n+1+kk2 —_ Z(_l)n+l+kk2 4 (_1)n+1+n+1(n + 1)2
k=1 k=1

=— zn:(fl)”““k2 + (n+ 1)
k=1

| Spt1 = —Sn + (n+1)2 |




3) Soit p € N*|

2p
SQp — 2(71)2p+kk2
k=1
2p
=> (=D car (=1)?PFk = (~1)?(-1)F = (=1)*.
1

2p
= K E: K
k=1
k pair k impair
P P
= z:(2i)2 — Z(Qz —1)2  (on a posé k = 2i dans la lére somme et k = 2i — 1 dans la deuxiéme somme)
i=1 i=1
P P
SR 3 e
i=1 i=1

=p————=  (somme des termes d’une suite arithmétique de raison 4 de premier terme 3)
Sap =p(2p+1)

4) Soit p € N,
Sopt1=—S2p + (2p+1)> (d’aprés 2))

=-—p@2p+1)+ (2p+1)> (daprés 3))
=@2p+1)(-p+2p+1)

Sopt1=(2p+1)(p+1)}

5) Soit n € N*,
e sin est pair, n = 2p, alors d’aprés 3),

2p(2p+1 n(n+1
Sn=S2p =p(2p+1) = (2 ): (2 ).

e sin est pair, n = 2p + 1, alors d’aprés 3),

(2p+1)2p+2) _n(n+1)

Sp=Spp1=02p+1)p+1)= 5 3

On a donc bien: | Vn € N*,| S, = w .

nn+1),

6) Posons pour n € N*| la propriété P(n) : “S, = 5

1(1+1)

e Initialisation. S; =1 et =1 donc P(1) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N*, supposons P(n) vraie. Alors au rang n + 1,

Spt1=—8n+(n+1)2 (dapres 2))
n(n+1) 9 . . )
== 3 +(n+1) (d’aprés I’hypothése de récurrence)
—n(n+1) +2(n+1)2
2
_(n+1D)(n+2)
2

donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. | Pour tout n € N*, S, = % R




