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Corrigé
Exercice 1
On pose (E) V3xz+3—-1=+vz+2.

Meéthode 1 : ceci est défini si et seulement si z > —1 et z > —2.
Soit z € [—1, +o0],

(E) e V3r+3=Vr+2+1.
Les deux membres sont alors positifs, on peut donc élever au carré

(B)e3z+3=z+3+2Vex+2
S =Vzr+2

Si xz < 0 alors comme vz + 2 > 0, E n’admet pas de solution.
Siz > 0, les deux membres sont positifs, on peut donc élever au carré,

() a?=x+2
S@+1)(xz—2)=0

Sr=—1ouzx=2

Comme z > 0, on rejette 2.
I’ensemble-solution de (E) est {2} ‘

Par conséquent,

Meéthode 2 : par analyse-synthése.
Soit z € [—1, +o0].

e Analyse. Soit x une solution. En passant une premiére fois au carré, on trouve aprés simplifications :
z+1=+v3x+3,

puis finalement 22 — 2 — 2 = 0 aprés un deuxiéme passage au carré, d’oil

‘ nécessairement, t = —1 ou z = 2. ‘

e Synthése. Testons ces valeurs : /—3+3—1= —1et v/—1+2 =1, donc —1 n’est pas solution. En revanche,
vV6+3—1=2et /242 =2, donc 2 est solution.

e Conclusion. Cette équation admet pour ‘ unique solution le réel 2. ‘

Exercice 2

En notant (S,,) le systéme étudié :

. +(l-m)y 4z = 0
(Sm) = —m(m—2)y 4+mz = m
La+La—(1—m)L, = 0
Lg(—Lg*Ll my +mz
v A+(l-myy 4z = 0
— my +mz = 0
Lo<> L3 _m(m — 2)y +m2 = m
r +(1-m)y tz =0
my +mz = 0
Lo L)L mm—1)z = m



e Supposons m # 0 et m # 1. On obtient alors :

x +(1—m)y +z = 0
(Sm) <:>1 Yy +z = 0
Lat=qpLe (m-1)z = 1

Lg%#[;g

—-m -1 1
m—1" m—-1" m-—1
e Supposons m = 1. On obtient alors 0 = 1 pour la derniére équation, donc le systéme (S;) est incompatible :
I’ensemble des solutions est .

L’ensemble des solutions est le singleton :

e Supposons m = 0. On obtient alors (Sy) <= = +y + z = 0. L’inconnue z est déterminée en fonction de y et z
qu’on peut paramétrer librement.

L’ensemble des solutions est donc :

{2=m A w) | () er?Y

Exercice 3

On note f la fonction définie sur R par :
Vo eRL, f(z) = (@ +1)In(x) — 2 — 1),

1. La fonction f est dérivable sur R% en tant que combinaison linéaire de produits de fonctions usuelles qui le sont.
Soit z appartenant a R,

fl(x) = 1x1n(z)+(x+1)xé,2

1
In(z) +14+ - -2
x

1
= In(x)—1+ —.
(2) =1+ -
La fonction f’ est dérivable sur R* en tant que somme de fonctions usuelles qui le sont. Soit # appartenant a
R%,
1 1
"
) = ———
@) = -
or—1
= .
Nous obtenons bien que :
z—1

Ve eRy, f(x) = =

2. D’apreés la question précédente, f” est négative sur |0, 1], puis positive sur [1,+oo[ : la fonction f’ est donc
décroissante sur |0, 1], puis croissante sur [1, +oo[. Elle posséde ainsi un minimum en 1 qui vaut f/(1) = 0. Nous

en déduisons que | la fonction f' prend des valeurs positives sur R’ | et que ‘ la fonction f est croissante sur R’

lim(z+1) = 1
Onaq *70 , et donc par produit : lim (z 4+ 1) In(x) = —oco. Comme lim —2(z — 1) = 2, alors

hmO In(z) = -0 50 =0

z—
par somme 1imO flx) = —c0.

z—
Remarquons que : V z € RY, f(z) = z(In(z) — 2) + In(z) + 2.
2111 (In(z) +2) = +o0
On a zgr-iI—loo In(x) = 400 et donc par somme lir}rl (In(z) —2) = 4o0
Tr—r+00



Par produit, lim z(ln(z) —2) = 400, et donc par somme lim f(z) = +oo.
z—

—+o0 Tr—r+00
T 0 1 400
f"(x) - 0 +
+0oo +00
f! ¢ S
0
+00

e

On aenfin f(1) = (1+1)In(1) = 2(1 — 1) et donc [ £(1) = 0]

3. Soit x appartenant a ]0,1[U]1, +o0][.

e Si x > 1, alors d’aprés la question précédente f(x) > 0, et donc (z + 1)In(z) — 2(x — 1) > 0, don

rz+1
| > 2.
—— In2)

(x+1)In(z) > 2(x — 1). Comme z — 1 > 0, alors
e Sinon 0 < z < 1, et d’aprés la question précédente f(x) < 0, d’ou (z + 1)In(z) — 2(x — 1) < 0, et ainsi
+1

. In(z) > 2.

(x +1)In(z) < 2(z — 1). Comme z — 1 < 0, alors i

Nous en concluons que dans tous les cas :

Va€]0,1[U]1, 4+o0],

1
1ln(1:) > 2|

T —

Exercice 4
n

1) Soit n € N. On pose pour tout = € R, P(z) = Z(l + )k,

k=0
-a- P(0) = Zl =n+1.
1— 3n+1
Z 3k = T_3 , on a reconnu la somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 de premier
terme 1
1 n+1 siz=0
d P(2) = =(3"t1 —1)| Puis, ER,|P(z) = n .
onc | P(2) = 2( ) |. Puis, pour z (x) (IHJE S

-b- Si z # 0, d’aprés 1)-a- et la formule du binéme de Newton,

1 (& (n+ 1 [ 1
P(z) < ( k ) - 1) =2 (Z ( I )xk> (le terme 1 correspond au terme pour k = 0)
+
k

k=1

7§<n 1)$k1
P(z) = pz:( )zp (on a posé p =k — 1).

0
1 1
Si 2 = 0, d’une part P(0) =n + 1. D’autre part, g n e - 00 =n+1.
=0 p+1 1

S 1
Bilan: |Vz € R, P(z) = Z (n + )x” .
p=0

p+1




Pla) = ia +a)f = Zn: ( ko (’;)xp>

k=0 k=0

P(x) = Z Z <k> 2P| (somme sur un triangle)

p=0 \k=p b

On admet que deux fonctions polynomiales sont égales si et seulement si elles ont mémes degré et mémes
coefficients. On a donc démontré grice a 1)-b- et 1)-c-, que pour tout n € N et p € [0, n],

0 5001

k=p

2) Soit n € N, p € [0,n]. D’aprés la formule du triangle de Pascal, pour tout k € N tel que k > p+ 1, 0on a
k+1 k k k k+1 k
+ = + c’est-a-dire = + — .
p+1 p+1 P p p+1 p+1
On remplace dans la somme, en isolant le terme k = p,
" [k - k+1 k
>()-() 2 (GH)-65)
= \p p) L \\p p
n+1 p+1
=1+ — ar télescopage
((p+1) (p+1)) (e page)

2665

k=p

3

3) Soit n € N. | 5, = k:@ of Tn:ZkP:"("H)@"“).
k=1 k=1

4) -a- Soit k € N tel que k > 3,

K\ k! k(k —1)(k —2)(k — 3)! K\ k(k—1)(k—2)
(3) 3k —3)! 6 (3) B 6 '

k 1
-b- Soit n > 3. D’aprés la relation (x), avec p = 3, Z <3) = <n1 ) Notons que:
=3

<n+1> (n+1)  (n+Dnln—1)(n—2)(n—3)! <n+1> _ i+ an—1)n-2)|

- - ‘d
4 4l(n — 3)! 24(n — 3)! R A 24

Donc d’aprés 4)-a-, il découle:

k(k—1)(k—2) (n+n(n—1)(n—2)

6 24

k=3

Notons que pour k =0, k = 1, k = 2 les termes de la somme sont nuls, on peut donc démarrer la somme a

- Dn(n —1)(n — 2
k = 0, puis on simplifie pour obtenir: Z k(k—1)(k—2)= (n+ Ln(n )(n )

4
k=0
Puis, pour n = 0, n = 1, n = 2, ’égalité précédente est vraie (donne 0 = 0).
(n+1n(n—1)(n—2)
1 .

On a donc bien | pour tout n € N, Z k(k—1)(k—2) =
k=0




-¢c- Soit n € N; tout d’abord:

zn:k:(k: “ 1) (k—2) = zn:(k:s k2 2k) = Uy — 3T, + 28 = Uy, — POEDCRED ),

2
k=0 k=0

Donc en isolant Uy, on a d’aprés 4)-b-,

nn+1)2n+1) (n+1)n(n—1)(n—2)

U, = 5 —nn+1)+ 1
1
- %(2(2%1)*“@71)(%2))
1
— TL(TL+ )(n2 +TL)
4
n?(n +1)2
Un=—"7—
5) Soit n € N.
-a- Par linéarité de la somme,
(GRS YIS o zn:k:?’
2 2 ’
k=0 k=0 2=

Le changement d’indice j = n — k dans la premiére somme, donne alors

Z(n —k)? = ng.

k=0 §=0
On obtient comme voulu,
1 n
3 2 (=)’ + k%) = Uy
k=0

-b- On en déduit:

1< 1
52 n® —3n%k 4+ 3nk* — k%) + k%) = §(n3(n+1)—3n25n+3nTn)
=0
1 1 1)(2 1
"2 2 6
2
1)
:”(”4+ (2(n+1) — 3n+2n + 1)
n%(n+1)
U, =
4

6) -a- Pour n =1, la formule se traduit par ’égalité des sommes

(Z “k> (a)* et > (@)’ = (am)?,

k=1

2

donc a; est solution de I’équation z? = 23 que ’on résout par factorisation :

=2 = 22" =0 <= 2*(z—-1)=0 < 2°=00ouz—1=0.

Les solutions réelles sont donc 0 et 1. Or a; est strictement positif, donc .
-b- Soit n € N* un entier tel que : Vk € {1,2,...,n}, ar = k.

n
1
-i- Par hypothése, on sait que Z ar = Z k= (n Jr
k=1

ot



En notant S cette somme, le résultat voulu se rameéne a une identité remarquable :

n+1 2
(2]
k=1
n+1 2
<Z ak> = (Z ak> +n(n+ Vans1 + (ans1)?
k=1

-ii- Par hypothése, on sait que la suite (a,)nen+ vérifie la relation suivante :

n+1 2 a1
<Z ak> = Z ak)3 (%)

k=1

2
(Z ar + an+1> = (S + an+1)2 = S2 + 2S(ln+1 + (an+1)2

Pour le membre droit, d’aprés 'hypothése vérifiée par la suite (an)nen+,

n+1 n
Z(ak)g = <Z(ak)3> + an+1 <Z ak> an+1)3.

k=1 k=1

Pour le membre gauche, on utilisé la relation de 6)-b-i-, et donc (x) se réécrit :

(Z ak> +n(n+ Danp1 + (ang1)? <Z ak> + (ans1)®.

On en déduit la relation cherchée :

n(n+1)ans1 + (an+1)2 = (an-l-l)s

2

Or an41 # 0, donc ‘ an+1 est solution de I'équation 2 —x —n(n+1) =0 ‘, que 'on résout.

Cette équation du second degré a pour discriminant
A=1+4n(n+1)=4n>+4n+1= (2n+1)°
Elle a donc deux solutions dans R, qui sont :

1-(@2n+1 14+ (2n+1
¥=—n ot w

Or a1 est solution de cette équation et strictement positif, donc .

-¢- On effectue une démonstration par récurrence.

=n+1.

e A tout n € N*, on associe la proposition P,, : ‘Vk e{l,....,n}, ar =k ‘

e Initialisation. La proposition P; équivaut & “ a; = 17, qui est vraie d’aprés a).

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons P,, et démontrons P, 4.
D’aprés hypothése P, on sait déja que : Vk € {1,...,n}, ar = k. De plus la question b) montre
que ar = k reste vrai pour k = n 4+ 1. Cette égalité est donc satisfaite pour tout k € {1,...,n + 1},
c’est-a-dire que P, 41 est vraie.

e Conclusion. Par récurrence, on en déduit que : ‘Vn eN*“Vke{l,...,n}, ap =k ‘

Quel que soit n € N*,| on obtient a,, = n en appliquant ceci avec k = n. D’ou finalement :

‘VnGN*, an:n.‘

Exercice 5

On considére la fonction f de Ry dans R définie par :
x

1) Soit (z,y) € Ri. Supposons que x < y. Alors,

T Y r—y
f(z)*f(y):1+x71+y:(1+x)(1+y) S0

carl+2>21>0,14+y>1>0et2x—y<0. Ainsi, f(z) < f(y).




Remarque. Cette proposition traduit la croissance de la fonction f sur Ry. On pouvait donc aussi étudier le
signe de sa dérivée f’ sur cet intervalle :

1

VeeRy, fl(z)= o2

=

2) Soient a, b deux réels.

-a- Comme d’aprés 'inégalité triangulaire |a + b| < |a| + [b], il vient f(Ja+b]) < f(Ja| + [b]) d’aprés la croissance
de f obtenue question précédente, ce qui donne déja l'inégalité de gauche :

a+bl oI+l |
L+la+b = 14]a|+|b]

Par ailleurs |a| > 0 et |b] > 0, donc :

|al < |al ot 1] < 4
1+ |a| +b] = 1+|af L4 Ja| + 6] = 1+0

d’ou 'inégalité de droite en sommant terme a terme,

la] + 0] < |al 1]
L4a|+6] S 1+a] "1+

-b- e Soit (a,b) un couple tel que les trois membres sont égaux.
D’aprés les inégalités précédentes, on a nécessairement :
ol el oW
L+ lal + b 1+]a L4 lal + o] — 1+

ce qui donne |a||b] = 0 aprés simplifications, d’ott @ = 0 ou b = 0.

e Réciproquement. Soit (a,b) un couple tel que a =0 ou b = 0.
1]
1+
la]
la

1+]al"
e | L’ensemble des solutions est donc : {(0,b) |b € R} U{(a,0) | a € R}.

Si a = 0, les trois membres sont égaux a

Si b =0, les trois membres sont égaux a

3) Soit (a,b) € C2.
L’inégalité de gauche de I'encadrement de 2)-a- donne: V(z,y) € R?, f(|lz +y|) < f(|z]) + f(Jy]).

En posant = a — b et y = b, on obtient f(|a|) < f(|la —b|) + f(|b]), d’otr I'inégalité f(|a|) — f(|b]) < f(|la — b]).
De méme f(|b]) — f(la]) < f(Jb —a|). Or |b —a| = |a — b|, donc I'inégalité est vraie quel que soit le signe de
f(lal) = £([b])-



