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Trigonométrie-Complexes
TD Fiche 4

Trigonométrie

Exercice 1. (©)

s I
3

1) En utilisant les angles 15-

et 7, calculer sin {5 et cos

.

15 en utilisant les formules de duplication.

2) Calculer sin 5 et cos

jus

3) Calculer sin § et cos §

en utilisant les formules de duplication.

Exercice 2. (V) Résoudre les équations et inéquations suivantes dans R.

1) 2cos(2x+§):\/§ 2) sinxé% 3) 2sin’z—cosz—1=0

Exercice 3 Résoudre dans [0, 27] les équations suivantes:

1) () (F1) +/3cos(2x) —sin(2zx) = 1 (E2) cos(3x) +sin(3x) =1

Inégalités et égalités

Exercice 5. (©)ldentité du parallélogramme.
1) Montrer que : ¥(z,2') € C2, |z + /| + |z — 2|2 = 2(|z|* + |¢]?).

2) Donner une interprétation géométrique de cette égaliteé.

Exercice 6. (x)

a b
laf> |6

_|a—0b|

1) Soit (a,b) € (C*)?, montrer que fallo]
a

Exercice 7. (x)
1) Prouver : VY(a,b,c) € C3, |a||b— c| < |b]|c — a| + |c||a — b].
2) En déduire : V(a,b,c,d) € C*, |a —b||d — c| < |a —¢||b—d| + |a —d||b— ¢|.

| Exercice 8. (x) Montrer que : V(a,b,c) € C3, |1+a|+]a+b|+|b+c|+|c| > 1.

Exercice 9. (xx) Soit (z,2’) € C? et u une racine carrée de 2z’ (c’est-a-dire que u?

z+z'+u’+ z4+ 2

— Uj.

Montrer que : |z| + |2/| = ’

2) Soient a, b, ¢ des complexes de module 1, prouver que: |ab+ ac+ be| = |a + b+ ¢|.

= zz").

4) 2sinx—cosz—1>0

2) (x) (E3) sinz +sin(3z) +sin(5z) =0 (E4) 4cos?(2z) — 2(v/2 + 1) cos(2x) + v/2 = 0.

1 1
Exercice 4. (©) Soit z € C*. Exprimer Re <—>, Im <—> en fonction de Re(z), Im(z), |z|.
z z



Forme trigonométrique

Exercice 10 Donner le module et un argument de:

1) (V) i, 4+4i, V3+3i, —7i, (14314, \f:ii
2) (V) (1+1)" (neN), (1+j)* (neN)
3) () 1+e?oude[—mnl, L Feosftisimb o 0 € [—m, 7]

1 —cosf +isinf o

(1+itan@)?
1+ tan?6

1+itan9 . T o7 N T T
mouee]*g,g[, 01196]75,5[

4) (x)

| Exercice 11. (x) Soit € R et u € C de module 1. Montrer que |z — u| = |1 — zul.

Exercice 12. (xx) Soit (z, 2') € C?. Montrer que:

|z + 2| = |z — /| & Arg(z) = Arg(2') +g [].

Utilisation des complexes pour la trigonométrie

Exercice 13. (©) Soit z € R. Linéariser les expressions suivantes

A = sin® z, B = coszsin® z.

Exercice 14. (V) Soit z € R. Développer les expressions suivantes

A = cos(4x), B = sin(5x) on exprimera B uniquement en fonction de sinz.

Exercice 15. (V) Soit n € N*, 8 € R. Calculer les sommes:
1) S= kz_ocos(k%), T = kz_osin(k:%) 3) S= Z (Z) cos(kd), T = (Z) sin(k6)

2) S= Y (-Dreos(kz),  T=Y (~)'sin(kg)

k=0 0

Exercice 16. () Soit § € R, n € N*. Simplifier la somme Z cos? (k).
k=0

. . o . N m
Exercice 17. (x) Soit # € R, n € N*. Simplifier la somme ;) o" cos(kzg).

Exercice 18. (xx) Apreés avoir déterminé les valeurs de 6 pour lesquelles les sommes sont bien définies, montrer que :

osk (0

cosk(6) sin 6 cos™(6)

" cos(kf)  sin((n +1)0) " sin(k)  cos™t1(6) — cos((n + 1)6)
g c ) sinfcos™(6) Z '

k=0 k=0




Racines n-iémes - Résolution d’équations

Exercice 19. (©) Résoudre dans C les équations suivantes:

) Zoi_ 2 2) 22+ 6% =3 +2i 4) 22 = 2)?

Z+i z-—3i
3) 3=z 5) 42° +8|z|> =3 =0.

| Exercice 20. (©) Déterminer les racines carrées de —3 — 41i.
| Exercice 21. (x) Calculer les racines quatriémes complexes de —7 + 24 1.

Exercice 22. (©) Déterminer:

i+v3 2) les racines cinquiémes de —1i 3) les racines sixiémes de —4

1) les racines quatriémes de

. . . i N , . ™
Exercice 23. (x) En calculant les racines carrées de e' s de deux maniéres, déterminer les valeurs exactes de cos (—)

- 12
tsin (7).
et sin D

Exercice 24. (x) En utilisant les solutions de I'équation 2! = —1, montrer que :
T n 37 n 5T n s n 97
c0S — + cos — + cos — + cos — + cos — = —.
11 11 11 11 1 2

Exercice 25. (x) On note w =e"7 , on pose
S =w+w?+wl T =w? 4w’ + ub.
1) Calculer S+ T, ST.
2) Déterminer le signe de Im(S).
3) En déduire les valeurs de S et T

Exercice 26 Résoudre dans C les équations suivantes:

—_

Q) 22424+41-i=0

2) (V) 1224 (3—4i)z—5+i=0

w

4) (+) 2*+1022+169 =0

) (
) (
) (%) 23—2i22+3iz+3—i=0,sachant qu’il y a une solution imaginaire pure
) (
5) (

x) 204 (2i-1)22-1-i=0

243\ 247 o
6) () T 4+ —=+1=0, ouj vérifiel +j+ j5°=0.

Exercice. (xx)
1) Soit n € N*. Résoudre dans C l'équation 1 + z + 22 + -+ 4+ 2™ = 0.

2) Soit n € N*. Résoudre dans C I'équation 1 + 2z + 222 + - -+ + 22" 1 4+ 2" = 0.




| Exercice 28. (x) Résoudre dans C I'équation 27(z — )% — (2 +1)% = 0.
| Exercice 29. (xx) Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation (z +1)" = (z — i)™

r +y +z =a
Exercice 30. (x*) Soit (a,b,c) € R3. Résoudre le systéme ¢ = +jy +j%z =b
v 4ty Ajz =

Nombres complexes et géométrie

Exercice 31. (©) Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z dans chacun des cas suivants:

1) ZH= appartient a iR 2) {HZ appartient a R 3) |z| = |z — 2|
Exercice 32. (x) Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z dans chacun des cas suivants:
1) les points d’affixe 1, z, 2% sont alignés

2) les points d’affixe 1, z, 22 forment un triangle rectangle

Exercice 33. (x) Soient A, B, C' trois points du plan deux & deux distincts d’affixes respectives a, b, c.
Montrer que A, B et C sont alignés si et seulement si ab + b¢ + ca € R.

Exercice 34. (x) Soit A, B,C, D un carré dans le plan muni d’un repére orthonormé. On suppose que C et D sont a
coordonnées entiéres. Montrer que A et B le sont aussi.
Exercice 35. (xx) Soient A, B, C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives a, b, c.

1) Montrer que le triangle ABC' est équilatéral direct si et seulement si ¢ —a = '3 (b—a).

2) En déduire que le triangle ABC' est équilatéral direct si et seulement si a + jb + j2¢ = 0.

3) En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

a® +b? + ¢ — (ab+ ac + be) = 0.




