I\/I P S I 1 Lycee Corneille Calculs algébriques

2024/2025 TD Fiche 2 - Quelques corrigés

Exercice 1. (O)Les démonstrations du cours non traitées (ne sera pas corrigé en TD)
Prouver:
n
1) la formule donnant Z k* (par récurrence)
k=0
n
2) la formule donnant Z k* (par récurrence et par téléscopage)
k=0

Correction -
n

Z K2 — n(n+1)(2n + 1)”.

1) Posons pour n € N la propriété P(n):* 5

0
e Initialisation. Pour n =0, Z kE2=0%2=0c¢t
k=0

000+ 1)(2x 0+1)

6 = 0 donc P(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N, supposons P(n) vraie. Alors au rang n + 1,

n+1
Z 12— Z K4 (n+1)2 = n(n + 1)6(2n +1) f(n+1? (HR)
n+l (n+1)(n+2)(2n + 3)

donc P(n + 1) est vraie.

= 2
. (n +n+6n+6) 5

n(n+1)(2n +1) .

n
e Conclusion. | Pour tout n € N; Z kK2 = 6

k=0

n
2) On calcule de deux facons la somme, Z((k + 1% — k).
k=0

e D’une part, pour k € N, (k+ 1)* — k* = (k* + 4k3 + 6k? + 4k + 1) — k* = 4k3 + 6k + 4k + 1 (on a développé (1 + k)* a I’aide
de la formule du bindme et obtenu les coefficients a 1’aide du triangle de Pascal). Donc par linéarité:

n

D> ((k+1)* — k) _4Zk3+62k2+42k+(n+1)
k=0 k=0 k=0

k=0

Zk3+nn+1 2n+1)+2nn+1)+(n+1) (x)

n
e D’autre part, par téléscopage |[détails laissés au lecteur], Z((k + D) kY =+ D=0t =n+ 1D (%).
k=0

On rapproche alors (%) et (kx),

i (n+1)*—nr+1)2n+1) —2n(n+1) — (n+1))

n
>k
k=0

:":1(n3+3n2+3n+1—2n2—n—2n—1)
n 2
:771(7144— b (n2+n) Donc Z 7n (n+1)
Exercice 2. (©)
3)-c- =Y (1)K 4)-d S, =) kxk =
)-c ;< ) ) ; x 2:: k+1

Correction -

3)-c- On effectue une disjonction de cas selon la parité de n.



» Sin est pair, posons n = 2N ou N € N*. Alors, regroupant les termes selon les k pairs et impairs, il vient:

Zk2 Z K

k palr k 1mpa1r
N
= Z 4p® — z:(4p2 —4p+1) (k =2p et k =2p — 1 dans la premiére et la deuxiéme somme respectivement)
p=1 p=1
N
Z(4p -1 (par linéarité)
p=1
34 (4N — 1) o
= fN (somme des termes d’une suite arithmétique)
= (2N +1)N
1
= % en utilisant N = 7.

» Sin est impair, posons n = 2N + 1 ou N € N. Alors, regroupant les termes selon les k pairs et impairs, il vient:

2N+1 2N+1
Som 3 K- 38
k palr k inTpair
N+1

= Z 4p® — Z 4p2 —4p+1) (k =2p et k =2p — 1 dans la premiére et la deuxiéme somme respectivement)
p=1

— (AN 412 —4(N+1)+1) (par linéarité)

Il
g 1
g
L

3+ (AN —1)

= fN — (4N? +4N +1) (somme des termes d’une suite arithmétique)
=-—2N?-3N -1
—(2N + 1)(N +1)
1
= —% en utilisant N = "T_l
1
Donc, | Vn € N*, S, = (—1)"@ .
n n
)-d- Sy = kak' Z((k+1)fk) xkl=> (k+1)!=> k.
k=1 k=1 k=1

On reconnait alors un téléscopage, et donc | Sp, = (n+ 1)1 — 1|

N RN (5 ok B N S
Do =2 = X g gk_ g(kﬂ)'

k=1

1

On reconnait alors un téléscopage, et donc | S, =1 — ——— |
(n+ 1)

n
. . 1 n+1
Exercice 3. (@) Soit n € N, n > 2. Montrer que H <1 — ﬁ) = 5 . [On pourra faire apparaitre un téléscopage...|
n
k=2

Correction -

Pn:ﬁ(lik%):g(igl):ﬁ(W)

k=2 k=2
sk = DITak+1) [Ttk — 1) ITa(k + 1)
HZ:2 k HZ:2 k HZ:Q k HE:Q k
_ l n+1 P, — n+1 .
n 2 2n
1

Exercice 4. (x) Pour n € N* on pose S,

< 1kk+1)(k:+2)

1 b
1) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout k € N*, m = % + Pl + 3 i 5"

[\



2) En déduire la valeur de la somme S,.

Correction -
1) Soit (a, b,c) € R3, k € N*,
a b ¢ alk+1)(k+2)+bk(k+2) + ck(k+ 1)
Pkl T ht2 l(k+ 1)(k+2)
_ (a4+b+c)k?+ (3a+2b+ )k + 2a
N k(k+1)(k +2) ’

1

On souhaite ’égalité & ————————— on pose le systéme:
& kk+D(k+2) P 4
a +b +4c =0 b+c:—§ -1 ] 2
3a¢. +2b +c¢ =0 & 26 +c =-—3% 1 -1
2a =1 a :l
2
a=3
S eb=-1
e=1
On déduit:
1 1 1 1
VkeN, ———M = — — — 4 — |
k(k+1)(k+2) 26 k+1 2k+2)

2) Soit n € N*,

( d’apres 1) )

)
(L ! ) (linéarite)
1

SRt
2\k k+1) 24 \k+1 k+2
1 1/1
== (1- e (e telé
( n+1) 2(2 n+2> (téléscopage)

C2(n+1) + 2(n +2)
(n+1)(n+2)—2n+2)+2(n+1)
An+1)(n+2)

S — n(n + 3)
" 4n+1)(n+2)
Exercice 7. (xx) Soit a €]0, 1[. Pour n € N*, on pose S,, = Z A= ah) (1 =kl que l'on souhaite calculer.
—a —a
k=1

En calculant (1 — a)S,, faire apparaitre une somme téléscopique.

Correction - Soit a €]0, 1] et n € N*,
n k n k k+1
(1-a)a a® —a
1—-a)Sh = —_— = —_—— .
( )5 ;(pak)(pakﬂ) ;(pak)(lwkﬂ)
1 1 akF — gFtt

Notons que, — = . Donc,
WO T Tk T T T (1 ak)(1 — ak )

n
1 1 1 1
1—-a)Sn = - = — .
( )5 kz::l(lfaﬂC lfak‘H) l—-a 1—ant?

1 1

Done, | Sn = s ~ T e —a) |

Exercice 10. (©) Montrer que pour n € N*, Z El< (n+ 1)
k=1

n
Correction - Soit n € N*. Pour majorer la somme Z k!, on majore chaque terme de la somme. Ici, pour tout k € [1,n], k! < n!. Donc
k=1

en sommant,

n
nl=nxnl<(n+1)n!=((n+1)! Zk!g(nJrl)!.
k=1

n
> k<
k=1

n
k=1




. 2n 4n
Exercice 11. (x) Montrer, par récurrence, que pour n € N*| ( ) >

n+1

”

o411

. 2n 4n
Correction - Pour n € N*, on pose P(n) : “( ) >

n
e Initialisation. Pour n =1, @)

=2et —— = — < 2 donc P(1) vraie.
241 3
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons P(n) vraie, alors au rang n + 1,

(2(n + 1)) B (2n + 2)! B 2n+2)2n+1) (2n)! B 2(2n 4+ 1)
n+1 -

2n
IRCESE (n+Dmn+1) a2 n4l <n>
2n 4n
0 hypothése de ré , ) > .d
I par hypothese de recurrence (n o T 1 onc
(2(n+ 1)> L 2@n41) 4m  2x4m 4xan 4+l 4+l
n+1 n+1

- = - > )
2n+1 n+1 2(n+1) 2n + 2 2n + 3
On a donc démontré que P(n + 1) est vraie.

e Conclusion.

2n 4™
Pour tout n € N*, ( ) >

n’/~ on+1|
Exercice 12 Soit n € N. Calculer
4) (*)zn: k(k—1) (n) En déduire z”: k? (n)
k=0 k k=0 k

Correction -

n
4) Soit n € N, posons Sy, = Z k(k — 1)(:) Pour n =0 et n = 1 la somme vaut 0. Prenons donc n > 2, on remarque que la somme
k=0

Srn peut partir de k = 2 car les deux premiers termes (pour k = 0 et k = 1) sont nuls. En appliquant deux fois la formule du
sélectionneur,

n n = n—2

On effectue le changement d’indice j = k — 2,

n—2

Sn =n(n—1) Z (n B 2) =n(n—1) g (n B 2) 191m=2-J ‘ Sn =n(n —1)2"2
=0 J j=o0 > 7

n
Puis pour le calcul de T\, = Z k2 (n

k>7 on utilise k2 = k(k — 1) + k et donc par linéarité puis en reconnaisant Sy, et la somme de 2):
k=0

k) =nn-12""2 42" | T, =nn+1)2"2|
k=0

n

. 2n+1
E 14. (x) P € N*, Su=" .
xercice (*) Pour n on pose 2 ( f )

1) En effectuant le changement d’indice j = 2n + 1 — k, déterminer une autre expression de S,.
2) En déduire la valeur de 2S,,, puis celle de S,,.

"L 2n+1
Correction - Pour n € N*| on pose S, = Z ( )
k
k=0
1) En effectuant le changement d’indice j = 2n 4+ 1 — k, on obtient:

2n o +1 2n+1 on+1 N
Sp = j:zn;l <2n +1-— j> = j:zn;d ( j > (formule de symétrie).
Et donc: et - o
Sn:Z< ; >7 ( ; >:22n+175n.
3=0 o

J



2) D’ou 25, = 227*1 clest-a-dire .

Exercice 15. (xx) Soient n, p, ¢ des entiers naturels tels que n < p + q.
En développant de deux maniéres différentes (1 + x)P(1 4+ x)? calculer la somme : S, (p,q) = Z (z) ( ¢ k)
n—
k=0

Rappel : Uégalité de deux fonctions polynomiales entraine [’égalité des coefficients.

Correction - Soit € R. On détermine le coefficient devant ™ dans (1 + z)P(1 + z)?. D’une part,

P q _ p+q:p+q P+a\ k
(1+2)P(1+2)7 = (1+) > ( i )at.
k=0

Le coefficient devant ™ est (p + q).
n

D’autre part,
P q
aearear = (3 () (X (D).
k=0 k=0

Les termes de degré n de ce produit sont obtenus en multipliant z* dans la premiére somme par "% dans la deuxiéme somme avec
P

0 < k < n, les coefficients obtenus sont <l<:

)( a k), avec 0 < k < n. On somme tous ces coefficients pour obtenir le coefficient devant =™,
n—

n n
soit Z (p) ( a ) On identifie alors les coefficients obtenus dans chacun de ces calculs, (p + q) = Z (p) ( 7 ) R
s k/ \n —k n — k/ \n —k

Exercice 16. (xx) Soient k, p et n entiers naturels vérifiant p < k < n.

e (7))~ (0)C):

2) En déduire la valeur des sommes:
M- P\ (n = n\ [k
z:: (k - p) (p) 2.1 k) \p

Correction - Soient k, p et n entiers naturels vérifiant p < k < n.

— k
1) Pour montrer (: p) (n) = (:) ( ), il suffit de revenir a la définition des coefficients binomiaux a ’aide de factorielles |...I’écrire...]
— Db/ p P

2) On déduit

=X =SOG-0 [s=(]

p=0 p=0 p=0
=30 () = ZE (I = Q) X))
On effectue le changement d’indice 7 = k — p,
r=(") g(nm’ (") = () jz:ﬁ (" e = e (C)a - o

Donc

- {(1)"(;}) = ()" sin=p|

0 sinon

Sommes doubles

Exercice 17. (©) Soit n € N*. Calculer les sommes:

Y 3) Y. (i+1) 5) Y. (ij)

1<i,j<n 1<ij<n 1<i<j<n
2 Y i 4) Y (i+7) 6) ;
1<i<j<n 1<i<i<n 1<i<i<n




Correction -

n?(n +1) 3) n?(2n? 4 9n + 13) 5) n(n+1)(n+2)(3n + 1)
2 6 24
) n(n+1)(n +2) 1) n(n +1)2 6) n(n + 3)
6 2 4
Exercice 18. (%) Soit n € N*. Calculer les sommes:
DY max(iy) 2 T ()
1<i,j<n 0<i,j<n J
Correction -
1) On pose S, = Z max(Z,j). L’objectif étant de remplacer max(z,j) par ¢ ou j selon que ¢ < j ou 4 > j, cela nous améne a

1<i,j<n
découper cette somme sur un rectangle en une somme sur deux triangles,

Sn= > i+ > i

1<i<j<n 1<j<ign
n J n i—1
=22 0y
j=1i=1 i=2j=1

Il

(e}
[

<.

[ V]

I .

i

[]= ©
-

_ n(n+1)(2n+1) n(n+1) S — n(n+1)(4n — 1)

3 2 6

Autre méthode : on peut ruser davantage pour ne pas avoir a gérer la somme sur le triangle ot ¢ > j. On considére les deux
sommes sur les triangles ou 7 < j et i > j, on compte alors deux fois les termes ou 7 = j, que ’on retranche, on trouve donc:

S= Y g+ Y -
I<i<isn 1<j<isn i=1
On constate alors que les deux premiéres sommes sont égales car i et j jouent des roles symétriques, donc

n

g nn+1 nn+1 nn+1)2n +1 n(n+1 nn+1)(4n — 1
> Z 2 n( ) _n( )( ) n( ) _n( )( )

n n
Sp=2 > j->i=2 j— = 3 = 5
1<i<j<n i=1 j=1i=1 =1

i

2) On pose S, = Z (

) Dans cette somme on peut restreindre j < ¢ car dans le cas contraire le coefficient ( ) est nul. Alors

o<ij<n J
n J i n . 1— 2n+1
Sp = Z () = Z 27 = 1—2 (somme des termes d’une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1).
j=o0 \i=o0 7 j=0 -
Systémes

Correction - de ’exercice 20 On donne les ensembles-solutions.

1) (S1): {(1,2,3)} 4) (Sa): {(177%7%71)}
2) (S2): 0 5) (85): {(z,y,1 -3z —4y,1) / (z,y) € R?}
3) (83): {(z,1,—2) [z € R} 6) (Se): {(5,5,2 3 —2)/z€R}

1) Sim#2: 0. 3) Sim=—1: {(3,4,5 —y) /y €R}.
Sim=2,{(4—112,—-1+4+7z,2) / z € R} Sim=3:0
Sinon: {(2=3, 325, ==3)}
2) Sim=1: {(1 —vy,y) /y € R}.
Sim=—1: 0 4) Sim=10Sim=-3 {(t— 5, t,t— %,t) /t ER}
Sinon: {(H—m,ﬁ)} Sinon: {(%y*%lv%l,*%l)}



