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Exercice 1

1) -a- On pose p =2n — k, dans Qn,

n+1 ( n — p)ﬂ' 2n—1 pr
Qn= ]I sm( o )_ 11 sin(wfg)
p=2n—1 p=n+1
2n—1 -
Or sin(m — ) = sin @, donc finalement | Q, = H sin (p_)
p=nt1 2n
b-
2n—1 —1
km . km nm km
= sin{ — | = sin [ — — sin [ —
=11 (2)H (2n> <2)H (2)
k=1 k=n+1
k=n
=Qn =Q, d’aprés 1)-a-
Comme sin (%) =sin § =1, alors H
2) Soit z € C,

(E)<:>(Z_’_l)2n:1<:>z—|—1ergn<:>3k6[[0,271—1]]/2:6%257r —1<:>3k6[[072n—1]]/z:e% (e%—e_i;‘f)
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sIke0,2n—1]/z=c'n x2isin(2i) <:>Ek€[[O,nfll]/zZQSin(Q—ﬂ—)efn i
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Comme k € [[0,2n — 1], alors o € [0, w] donc sin on > 0, Pexpression ci-dessous est donc la forme trigonométrique et
n n

k H v T i
I’ensemble-solution de (E) est {25in (2—71—) (5n+3) /ke€0,2n— 1ﬂ} .
n

2n—1
3) On note P, = H 2k
k=1

2n—1 kr (k ) 2n—1 kT 2n—1 (k ) 22 l(k )
_ . i(Ex 4T . (EX4T)  42n—1 i (k1
P, = | | 2sin (%) e'\2n T2/ = L 2sin (%) | | e'\an T2/ =2 X Ry X e &k=1 \2n T2 ()

k=1 k= k=1

Or,

7l ik ow 7 (2n —1)2n T T ™

S BT L o 1) = (2n— 1) 4+ (2n — 1)~ = 2nm —

]§<2n+2> o 2 @Dy =0Cn-Do 4@ -y =2 -

donc
G Tt (24 E) _ Gi@nr—m) _ 2inm —im
. Py,
En remplagant dans (), on obtient, | Rn = o1
2
4) On admet que P, = —2n. On déduit de 3) que R, = _n N Et comme d’aprés 1)-b-, R,, = Q2 alors Qp, = £v/R,. Or

922n—1 22n—2"
Qn, est le produit de sin g—g tous positifs car g—g € [0, 7] lorsque k € [1,n — 1, donc @Qn > 0 et donc

Qn:\/Rn: n \/ﬁ Qn:\/ﬁ

92n—2  gn-1

5) Les zj, pour k € [0,2n — 1] sont les racines du polynéme (z + 1)2" — 1.

2n—1
Donc d’une part (z + 1)2” —1= H (z — z). D’autre part, d’aprés la formule du binéme,
k=0
2n n 2n o
(z+ 1) —1= (Z (k >2k12"_k> 1= (k ) E S
k=0 k=1
Comme zp = 0, on peut donc simplifier par z pour z # 0,
2n—1 2n n
H (z—z) = Z ( )zkil.
k=1 =k

On identifie le coefficient constant de chacune de ces expressions, on obtient :

2n—1

2
H (=zk) = ( 1n> cest-a-dire  (=1)>""1P, =2n Cest-a-dire | P, = —2n|
k=1




Exercice 2 Soit n € N*.
1) -a- Pour tout z € C,

S3(z) =122 +2+1—-1=0 (E).
Le discriminant de (E) est A =1 —4(1 —i) = =3 +4i. On a |A| = 5. Soit § =z +iy ou (z,y) € R?
:c2fy2:73 L1 2 =1 r==l1
2 =-3+4ie{2zy=14 Ly & Jay=2 < qzy>0
2492 =5 Ls y2 =4 y =42
—1—-(142i -1 142i
D’ott A = (14 2i)2. D’oit les solutions de (F): % =-1-4i, # =

D’ou | P’ensemble-solution de I’équation S3(z) =1: {i,—1 —i} |

-b- Notons F' I’ensemble cherché. Pour tout z € C,

2€F & S3(z2)ERe 142422 =1424+221+2+422=14+2+F2 2-2+2°
2=z zeR
S (z-2Z)(1+2+2)=0& 4 ou < ¢ ou
z+z=-1 Re(z):—%
Donc|F=RU{-1+iy/yeR}|
2) On reconnait la somme des termes d’une suite géormétrique de raison z de premier terme 1:
1—2"
Sn(l)=n Vz € C \ {1}, Sn(z) = T
3) et 4) Soit z=el % et n > 2,
_.n i 71% S
Sn(z)zl z :1 e 2 S '27r _ 7243..2#:.17r i(-&+2
1—=2 1—=2 1—2 elﬁ<e_lﬁ_elﬁ> —2isin 5 sin 5~
™ . ). 1 .
Or o € [0, 7] donc sin 5 > 0 d’ott | |Sn(2)| = ol Puis | Arg(Sn(2)) = —g- + 3 [27]
2n
5) -a- Soit 0 € R. Notons (E’) I’équation cos(nf) = cos 6.
_ 2
nf =6 [2x] (n—1)8 =0 [27] 0=0 [;77]
(E") < S ou < < ou < < ou
— _ _ 2
nd = —6 (2] (n+1)0 =0 [2n] =0 [2]
2k 2k
D’ot | ensemble-solution de (E’) est {i / ke Z} U { Ul / ke Z} .
n—1 n+1
-b- Soit |z € U\ {1} }
zel & |Sa(z)|=1
1—z" _
1—2
S1-2"2=]1-22
S1-z2"1-2")=(1-2)(1-=2)
S1-2"1-2"=01-2)(1-2)e1-2"-2"+ |2"? =1-2z-Z+ |z|?
=lz|2n=1 =1

|z€1‘<:>z"+2":z+2|.

-c- Soit | z € U\ {1} |, posons donc 6 € R tel que z = ¢, d’aprés 5)-b- et les formules d’Euler,

z €T & 2cos(nh) = 2cos b

2km
n+1

(d’apres 5)-a-)

2ikm

2k
s3keZ/6= ”1 ou IkezZ/0=

n_

2ikw 21RT
S IkeZ/z=en-1 ou Jke€Z/z=entl

S 2z2€Up—1UUpy1.

Notons enfin que pour z =1, S, (1) =n et donc 1 ¢ I". Finalement, | I'=Up-1 UUp41 \ {1} |




