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Exercice 1

1) -a- On pose p = 2n− k, dans Qn,

Qn =

n+1∏

p=2n−1

sin

(
(2n − p)π

2n

)

=

2n−1∏

p=n+1

sin
(

π − pπ

2n

)

.

Or sin(π − θ) = sin θ, donc finalement Qn =

2n−1∏

p=n+1

sin
(pπ

2n

)

.

-b-

Rn =

2n−1∏

k=1

sin

(
kπ

2n

)

=

n−1∏

k=1

sin

(
kπ

2n

)

︸ ︷︷ ︸

=Qn

sin
(nπ

2n

)

︸ ︷︷ ︸

k=n

2n−1∏

k=n+1

sin

(
kπ

2n

)

︸ ︷︷ ︸

=Qn d’après 1)-a-

Comme sin
(
nπ
2n

)
= sin π

2
= 1, alors Rn = Q2

n .

2) Soit z ∈ C,

(E) ⇔ (z + 1)2n = 1 ⇔ z + 1 ∈ U2n ⇔ ∃k ∈ J0, 2n− 1K / z = e
2 i kπ

2n −1 ⇔ ∃k ∈ J0, 2n− 1K / z = e
i kπ

2n

(

e
i kπ

2n − e−
i kπ

2n

)

⇔ ∃k ∈ J0, 2n− 1K / z = e
ikπ

2n ×2 i sin

(
kπ

2n

)

⇔ ∃k ∈ J0, n− 1K / z = 2 sin

(
kπ

2n

)

e
i kπ

2n
+ iπ

2 .

Comme k ∈ J0, 2n− 1K, alors
kπ

2n
∈ [0, π] donc sin

kπ

2n
> 0, l’expression ci-dessous est donc la forme trigonométrique et

l’ensemble-solution de (E) est

{

2 sin

(
kπ

2n

)

ei(
kπ

2n
+ π

2 ) / k ∈ J0, 2n− 1K

}

.

3) On note Pn =

2n−1∏

k=1

zk.

Pn =

2n−1∏

k=1

2 sin

(
kπ

2n

)

ei(
kπ

2n
+ π

2 ) =

2n−1∏

k=1

2 sin

(
kπ

2n

) 2n−1∏

k=1

ei(
kπ

2n
+π

2 ) = 22n−1 × Rn × ei
∑2n−1

k=1 ( kπ

2n
+π

2 ) (∗)

Or,
2n−1∑

k=1

(
kπ

2n
+

π

2

)

=
π

2n

(2n − 1)2n

2
+ (2n − 1)

π

2
= (2n− 1)

π

2
+ (2n − 1)

π

2
= 2nπ − π

donc

ei
∑2n−1

k=1 ( kπ

2n
+π

2 ) = ei(2nπ−π) = e2 inπ e− iπ = −1.

En remplaçant dans (∗), on obtient, Rn = − Pn

22n−1
.

4) On admet que Pn = −2n. On déduit de 3) que Rn =
2n

22n−1
=

n

22n−2
. Et comme d’après 1)-b-, Rn = Q2

n alors Qn = ±
√
Rn. Or

Qn est le produit de sin kπ
2n

tous positifs car kπ
2n

∈ [0, π] lorsque k ∈ J1, n− 1, donc Qn > 0 et donc

Qn =
√

Rn =

√
n

22n−2
=

√
n

2n−1
. Qn =

√
n

2n−1
.

5) Les zk pour k ∈ J0, 2n− 1K sont les racines du polynôme (z + 1)2n − 1.

Donc d’une part (z + 1)2n − 1 =

2n−1∏

k=0

(z − zk). D’autre part, d’après la formule du binôme,

(z + 1)2n − 1 =

(
2n∑

k=0

(2n

k

)

zk12n−k

)

− 1 =
2n∑

k=1

(2n

k

)

zk12n−k .

Comme z0 = 0, on peut donc simplifier par z pour z 6= 0,

2n−1∏

k=1

(z − zk) =
2n∑

k=1

(2n

k

)

zk−1.

On identifie le coefficient constant de chacune de ces expressions, on obtient :

2n−1∏

k=1

(−zk) =
(2n

1

)

c’est-à-dire (−1)2n−1Pn = 2n c’est-à-dire Pn = −2n .
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Exercice 2 Soit n ∈ N∗.

1) -a- Pour tout z ∈ C,
S3(z) = 1 ⇔ z2 + z + 1− i = 0 (E).

Le discriminant de (E) est ∆ = 1− 4(1 − i) = −3 + 4 i. On a |∆| = 5. Soit δ = x+ i y où (x, y) ∈ R2

δ2 = −3 + 4 i ⇔







x2 − y2 = −3 L1

2xy = 4 L2

x2 + y2 = 5 L3

⇔







x2 = 1

xy = 2

y2 = 4

⇔







x = ±1

xy > 0

y = ±2

.

D’où ∆ = (1 + 2 i)2. D’où les solutions de (E):
−1− (1 + 2 i)

2
= −1− i,

−1 + (1 + 2 i)

2
= i.

D’où l’ensemble-solution de l’équation S3(z) = 1: {i,−1− i} .

-b- Notons F l’ensemble cherché. Pour tout z ∈ C,

z ∈ F ⇔ S3(z) ∈ R ⇔ 1 + z + z2 = 1 + z + z2 ⇔ 1 + z + z2 = 1 + z + z2 ⇔ z − z + z2 − z2 = 0

⇔ (z − z)(1 + z + z) = 0 ⇔







z = z

ou

z + z = −1

⇔







z ∈ R

ou

Re(z) = − 1
2

.

Donc F = R ∪
{
− 1

2
+ i y / y ∈ R

}
.

2) On reconnait la somme des termes d’une suite géormétrique de raison z de premier terme 1:

Sn(1) = n ∀z ∈ C \ {1}, Sn(z) =
1− zn

1− z
.

3) et 4) Soit z = ei
π

n et n > 2,

Sn(z) =
1− zn

1− z
=

1− eiπ

1− z
=

2

1− z
=

2

ei
π

2n

(

e− i π

2n − ei
π

2n

) =
2 e− i π

2n

−2 i sin π
2n

=
1

sin π
2n

ei(−
π

2n
+ π

2
) .

Or
π

2n
∈ [0, π] donc sin π

2n
> 0 d’où |Sn(z)| =

1

sin π
2n

. Puis Arg(Sn(z)) = − π
2n

+ π
2

[2π]

5) -a- Soit θ ∈ R. Notons (E′) l’équation cos(nθ) = cos θ.

(E′) ⇔







nθ = θ [2π]

ou

nθ = −θ [2π]

⇔







(n− 1)θ = 0 [2π]

ou

(n+ 1)θ = 0 [2π]

⇔







θ = 0 [ 2π
n−1

]

ou

θ = 0 [ 2π
n+1

]

D’où l’ensemble-solution de (E′) est

{
2kπ

n− 1
/ k ∈ Z

}

∪
{

2kπ

n+ 1
/ k ∈ Z

}

.

-b- Soit z ∈ U \ {1} .

z ∈ Γ ⇔ |Sn(z)| = 1

⇔ |1− zn|
|1− z|

= 1

⇔ |1− zn|2 = |1− z|2

⇔ (1 − zn)(1 − zn) = (1 − z)(1 − z)

⇔ (1 − zn)(1 − zn) = (1 − z)(1 − z) ⇔ 1− zn − zn + |zn|2
︸ ︷︷ ︸

=|z|2n=1

= 1− z − z + |z|2
︸︷︷︸

=1

z ∈ Γ ⇔ zn + zn = z + z .

-c- Soit z ∈ U \ {1} , posons donc θ ∈ R tel que z = ei θ, d’après 5)-b- et les formules d’Euler,

z ∈ Γ ⇔ 2 cos(nθ) = 2 cos θ

⇔ ∃k ∈ Z / θ =
2kπ

n− 1
ou ∃k ∈ Z / θ =

2kπ

n+ 1
(d’après 5)-a-)

⇔ ∃k ∈ Z / z = e
2 i kπ

n−1 ou ∃k ∈ Z / z = e
2 ikπ

n+1

⇔ z ∈ Un−1 ∪ Un+1.

Notons enfin que pour z = 1, Sn(1) = n et donc 1 /∈ Γ. Finalement, Γ = Un−1 ∪ Un+1 \ {1} .
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