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Etude de convergence

Exercice 1. (V) Déterminer, si elle existe la limite des suites suivantes,

1) -a-up=vVn2+n+1—vn2—n+1 d- w. — [na] otz €R
n
-b- up = Vn+sinn —+/n
3) n(—=1)"+1
3n + 2

2) -a- u, =ncos—

n 1
-b- u,, = cos ((n + —) 7T)
b 1 n

Uy = — COSN
n

n? + sin(n)

-C- Up = m b- up,=n

Exercice 2. (xx) En utilisant cos(n + 2) + cosn et cos(2n) montrer que la suite (cosn),ey n’admet pas de limite.

Exercice 3. (©) Montrer que les suites suivantes admettent une limite et calculer la limite:

n

1 noo n
bw =3t 2 =2 B =3 ———

k=1

Exercice 4. (*) Soit (u,) une suite réelle. On suppose que les suites (u2y), (usn), (u2nt1) convergent. Montrer que
la suite (u,,) converge.

Etude qualitative de suites
. . . , . UL+ Uy
Exercice 5. () Soit u une suite réelle monotone. On pose pour tout n € N*, v,, = ————_ Montrer que v
est monotone.
Exercice 6. (x) Soient u et v deux réelles.
1) Montrer que si u converge et v diverge alors u + v diverge.

2) Siw et v divergent, a-t-on u + v diverge?

3) Montrer que si u + v et u — v convergent alors u et v converge.

Suites monotones

=1
Exercice 7. (©) On considére la suite (up)nen+ définie par u, = E =k
k=1
1) Montrer que pour tout k € N* \ {1} 1< L
ntrer qu ur u N
duep k2 S k(k—1)

Prouver alors que u est majorée.

2) En déduire la convergence de la suite (uy,)n.

Exercice 8. (©) Soient (un)nen €t (vn)nen~ les suites définies par

| S|
Uy = —2v/n+1 et Uy = — —2v/n.

S




1
vn+1

2) En déduire que les suites (up)nen+ et (Un)nen+ sont adjacentes.

1) Montrer que: Vn € N*|

<2(\/n—+1—\/ﬁ)<%.

"1
3) Démontrer que — ~ 2y/n.
) q ; T i vn

Exercice 9. (%)

n
—1)k
Soit la suite (uy,)nen+ définie pour tout n > 1 par u, = Z (T)
k=1

1) Montrer que les suites (u2n )nen+ €t (U2n41)nen+ sont des suites adjacentes.
2) En déduire que la suite (uy)pen= converge. On note L sa limite.

3) Proposer un algorithme Python, qui permet d’obtenir une valeur approchée de L a 1072 prés.

Exercice 10. («)Soient (a,b) € (R%)?. On définit deux suites (an)nen €t (by)nen, en posant:

+b
ap =a, bg="b, VneN, api1= %Tn bny1 = Vanby,.

1) Montrer que les suites (@, )nen €t (bn)nen sont bien définies & valeurs dans R .
2) Montrer que pour tout n € N*, b, < a,.

3) Etablir que (an)nen et (bn)nen sont des suites monotones a partir du rang 1 puis des suites convergentes de méme
limite [. On ne cherchera pas a calculer leur limite commune, qu’on appelle moyenne arithmético-géométrique

de a et b.

Suites récurrentes

Exercice 11. (©) Déterminer le terme général en fonction de n des suites (uy,)nen dans les cas suivants:
— . - 1
1) ug=3et: VYneN, upt1=—-2u,+5 2) w =g et: VneN, wupyq=ul

2
3 up=1let: YneN, wu,p1=1+—.
Un
-a- Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et & valeurs dans R%.
Indication : montrer par récurrence pour n € N, la propriété P(n): “u, existe et u, > 0.

Up — 2

-b- En posant w,, = écrire wy41 en fonction de w,. Conclure

Un

. . . . 1
Exercice 12. (x) Soit (z,)nen la suite complexe définie par : Vn € N, 2,411 = g(zn +2z,).

Exprimer z, en fonction de n et zp. Puis calculer la limite de (z,)nen en fonction de zp.
| Exercice 13. (©) Etudier la suite (uy,)nen définie par ug > 0 et:  Vn € N, u,qq = u, e~ .

| Exercice 14. (©) Etudier la suite (u,),en définie par ug € Ret: Vn € N, u,i1 = uy, — u2.

Exercice 15. (V) Soit la suite (up)nen définie par ug =1 et: Vn € N, upy1 = up + —.
1) Etudier la suite (uy)nen-
"1
2) On pose pour tout n € N, S, = Z —. Simplifier S,, et déduire que S,, ~ u,.
U
k=0




Exercice 16. () Etudier la suite (u,)nen définie par ug = 1 et:  Vn € N, upy1 = f(u,) ot f(z) =1+ %
1) Etudier les variations de f sur ]0, +o0o[. On dressera le tableau de variations.
2) Faire un dessin pour réprésenter les termes de la suite.
3) Montrer que les intervalles |0, 2] et [2, 400 sont stables par f o f.
4) Montrer alors que les suites (u2,) et (u2,+1) sont bien définies et respectivement & valeurs dans ]0, 2] et [2, +o0].
5) Etudier la monotonie des suites (uzy) et (u2n41). Déterminer alors leur nature et leur limite.

)

Déduire alors la nature de la suite w.

6

Exercice 17. (©) On souhaite calculer \/1 14+ + VI

On introduit la suite (u,)nen définie par ug =1 et: Vn € N, w1 = /1 + up.

1) Montrer que la suite est bien définie et est positive.

2) Sous réserve de convergence, quelle est alors la seule limite possible pour (u,). On la note I.
3) Prouver: V(z,y) € (R, |[VI+o —T+y| <3z —yl

1 1

4) Montrer que: Vn € N, |upy1 — | < =|uy, — I|. En déduire que Vn € N, |u, — | < <§) lug — 1.

2

5) En déduire la convergence de ((tn)nen)-

Exercice 18. (*)
1) Soit ¢ € [0,1] et ng € N. Soit (u,) une suite réelle positive vérifiant: Vn > ng, un+1 < quy,.

-a- Déterminer une majoration de u, par un majorant dépendant de u,,, ¢ et n. On pourra commencer par
le cas ot ng = 0.

-b- Montrer que (u,) converge de limite nulle.

2) Soit ¢ > 1 et ng € N. Soit (u,) une suite réelle positive vérifiant: Vn > ng, unt1 = qun.
Mountrer que (u,) admet pour limite +oo.
n

3) Application. A l'aide de ce qui précéde, montrer que la suite (v,,) définie par: Vn € N, v,, = — est de limite
n!

nulle.

. . . Zn + |2
Exercice 19. (xx) On définit la suite complexe (2, )nen par : Vn € Ny 2,41 = "7|"|
On note p = |zo| et 6 un argument de zo. Montrer que (2, )nen converge vers un réel que l'on exprimera en fonction

de p et 6.

n

Indication : on pourra utiliser, aprés ’avoir prouvé que sin — H cos — = — siné.
’ 2n 2k on
k=1

Exercice 20. () Soit (F},)nen la suite de Fibonacci définie par Fy = 0 et F; = 1 et pour tout n € N, F, 19 = Fp, 1+ F,.
1) Exprimer F,, en fonction de n.

F,
2) Déterminer si elles existent les limites des suites (Fy, )nen et (;—H)
n neN*




Exercice 21 Déterminer le terme général des suites réelles suivantes:

6
Upt1 = + —

2) (%) Unt2 = ud 3) (¥)4 Un+2  Upt1  Up

n :4n — duy
1) (@{U+2 Un+1 u

’11,0:17 ’LL1:0 9 1
Up = 4, Uy =

Suites implicites
Exercice 22. (x) Pour z € RY et n € N, on pose f,(x) = nz + In(x). On considére I’équation:
(En) mnz+In(xz) =0.
1) Montrer que I'équation (E,) admet une unique solution sur R’ , notée z,.
2) Soit n € N. Déterminer le signe de f,(2,+1). En déduire la monotonie de la suite (2, )nen.

3) Montrer que la suite (z,)nen est convergente. Déterminer sa limite.

Equivalents

Exercice 23. (O) Tous les exercices du cours sur calculs d’équivalents et de limites graces au équivalents (bien repérer

les “méthodes pratiques”).

Exercice 24. (O) En utilisant des équivalents, déterminer les limites des suites de terme général:

3nd+5n? —Tn+1 ex _1 a” — b )
1) u, = - - - 10) u, = ——— ou (a,b) € (R},
%) _ 2n? + (Inn)3 — 4 6) up=vn+2—vn+1 11) w, = (COS%)H
" nl+nt—(Inn)s S Ny
) ) up=m*+1)3 —n 19) (s)uy = (m <e+_>)
_ O n n
3) Un = WS 8)u=n=<1+g) ot €eR »
n nIn(n
. In(n +1)
4) uy :n(e—z —1) 9) n“sinl ota € R 13) (¥)un = (W)

Exercice 25. (©) Déterminer un équivalent simple des suites de terme général:

_on 4 7 3 3 1
1) un =3"=(Inn)"+n"—4n’+1 4y, 2y, ntl 6) up =sin— +In(l + =)
.1 n+2 n n
2) " — Sln;
" tamn—l2
) 1 1 n®+3n—Ilnn . 1 .
3) up =nw —1 5) un:smg—f—ln(l—i—ﬁ) ) m(smﬁ—i—e )

n n
. . . . . 1
Exercice 26. (xx) Montrer que u,, = E k! est équivalent a n!. Puis déterminer un équivalent de — ( E k:!) —1.
n!
k=1 k=1

Exercice 27. (%) Soient (un)nen et (vn)nen deux suites réelles strictement positives.
On suppose que (u,)neny admet une limite (finie ou infinie) différente de 1 et que u, ~ vy,.

1) Montrer que lnu, ~ lnv,.

2) Montrer que le résultat n’est plus vraie si la limite de (uy,)nen vaut 1.




