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Exercice 2. (xx) En utilisant cos(n + 2) + cosn et cos(2n) montrer que la suite (cosn),ey n’admet pas de limite.

Correction - Par I’absurde, supposons que (cos(n)) converge, notons ! la limite.

Pour n € N,
2 2 —
cos(n + 2) + cos(n) = 2cos(n + 5 * n)cos(n + 5 n) =2cos(n + 1) cos(1). (%)

Comme suite extraite, cos(n + 2) =3 l et cos(n + 1) = I donc par passage a la limite de (), 20 = 2 cos(1)l donc 2/(1 — cos 1) donc
n — 4oo n — +oo

l=0carcosl # 1.
Puis cos(2n) = 2cos?n — 1, que l'on passe a la limite [ = 21?2 — 1 donc 0 = —1 (car [ = 0), absurde.

Donc, ‘ la suite (cos(n) diverge ‘

Exercice 4. (*) Soit (u,) une suite réelle. On suppose que les suites (u2y), (usn), (u2nt1) convergent. Montrer que
la suite (u,,) converge.

Correction - Soit (ur ) une suite réelle. On suppose que les suites (u2r ), (u3n), (u2n+1) convergent, notons [, I’ et I’/ les limites respectives.
(ugn) est une suite extraite de (u2p), (usn) donc admet pour limite ! et I/, par unicité I =1’.
(u6n+3) est une suite extraite de (u2n+1), (u3n) donc admet pour limite I et I’, par unicité I’ =1".

Donc Il =1’ =1", d’ou (u2n), (u2n+1) convergent vers [ € R donc | la suite (up) converge vers [ € R |.

. . . L ur+---+u
Exercice 5. (xx) Soit u une suite réelle monotone. On pose pour tout n € N*, v, = ST T Montrer que v

est monotone.

Correction - Supposons u croissante.
Soit n € N*,
1 1 & 1 1 1\ & 1 1 u
[3) — vy = —— E U — E U = u + — — E up = Uu — E u *
ntl " n+1k: k = k n+1 ntl (n—l—l n) = k n+1 ntl n(n+1) = B ()

n

Comme u est croissante alors pour tout 1 < k < n, ug < up4+1 donc en sommant

n n n
E up < E Un+1 = NUn+1 donc - E U = —NUp41.
k=1 k=1 k=1
Par conséquent, en revenant a (x),
S 1 1 1 1 0
Unt1 — Un = Uptl — ———— X NUp41 = — —— Jupt1 =0.
n+1 n(n+1) n+l n+1
Donc v est croissante.
. L . —ul— o —Un o, . oo .
Si u est décroissante, alors —u est croissante et donc en posant w, = ——— d’aprés le cas croissant, il découle w croissante.
n
Enfin, comme v = —w alors v est décroissante.

On a donc bien prouvé que, | si v est monotone alors v est monotone |

Exercice 15. (V) Soit la suite (up)nen définie par ug =1 et: Vn € N, upy1 = up + —.
Up,
1) Etudier la suite (uy)nen-
"1
2) On pose pour tout n € N, S, = Z —. Simplifier S,, et déduire que S,, ~ u,.
Uk
k=0

1
Correction - Soit la suite (un)nen définie par ug =1 et: Vn €N, upy1 = up + —.
Un

1
1) On pose f(z) = z + — pour z € R*. Pour tout z > 0, f(x) > 0 donc |0, +oo] est stable par f. De plsu ug €]0, +oo[ donc la suite u
x
est définie et & valeurs dans RY .

1
Pour tout n € N, up41 —un = — > 0. Donc (un) est croissante. D’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,) admet une limite
n



finie ou +o0.
Supposons que (uy ) converge vers | € R. Alors en passant a la limite la relation de récurrence, | =1+ % i.e. % = 0 ce qui est absurde.

Donc |up — ool

n — +oo

n

1
2) On pose pour tout n € N, S, = Z —. Soit n € N,
k=0 "k

n
1
Sn = Z(uk+1 —ug) = Un4+1 —u0  (par téléscopage) dou |Sn =un+ — —ug |

k=0 Un
. . Sn 1 ug . . Sn
On déduit — =1+ — — *¢. Or up, —> +oo donc par opérations, — — 1 donc|Sy ~ un |
2 u )
Un, un n n — +4oo Up N — + oo

8N

Exercice 16. () Etudier la suite (u,)nen définie par ug = 1 et:  Vn € N, up,q1 = f(u,) ot f(z) =1+

1) Etudier les variations de f sur ]0, +o0o[. On dressera le tableau de variations.
2) Faire un dessin pour réprésenter les termes de la suite.
3) Montrer que les intervalles ]0, 2] et [2, +00] sont stables par f o f.
4) Montrer alors que les suites (u2y,) et (u2,+1) sont bien définies et respectivement a valeurs dans ]0, 2] et [2, +o0].
5) Etudier la monotonie des suites (ua,) et (u2,41). Déterminer alors leur nature et leur limite.
6) Déduire alors la nature de la suite w.
Correction -
1) {)est strictement décroissante sur ]0, +oo[ (par stricte décroissance de la fonction inverse puis multiplication par 2 > 0 et ajout de
2) Graphe.

3) Comme f est décroissante sur |0, +oo[ & valeurs dans ]0, +oo[ alors f o f est croissante sur |0, +o0].
Done, o f(]0,2[) =llimo f o f, f o f(2)[ et fo f(12,+o0]) =|f 0 f(2), lim f o f[.

Or limg f = +00 et limy oo f = 0 donc limg f o f = 0. De méme, }rim fof=+oc0.
o0

Donc f o f(]0,2[) =]0,2[ et f o f(]2,+o0[) =]|2, +oo[. Donc ‘ 10, 2] et [2,+oo[ sont stables par f o f ‘

4) Notons que :
Vn €N, wuani2=(fof)(uan)  uant3 = (f o f)(uznt1).

Si on note vn, = u2y €t wWp = u2p41, cela revient a :
vn €N, vpt1=g(wn)  wnt1=g(wn) oug=fof.
La stabilité des intervalles prouvée en 3) et le fait que ug = 1 €0, 2[ et u; = 3 €]3, +00[ prouve que :

Vn €N, wvp =ua, €]0,2] Wn = U2n41 €]2, +00].

5) Comme g est croissante donc les suites (vn) et (wyn) sont monotones.
Orvg=up=1et vy =uz = g > ug donc (vn) = (u2n) est croissante.
Or wo =u; =3 et v =uz = % < ug donc (vn) = (u2n+1) est décroissante.

De plus d’aprés 4), (vn) est majorée par 2 et (wyn) est minorée par 2. Donc d’aprés le théoréme de la limite monotone (vn) et (wy)
convergent respectivement vers un point fixe de g. Posons [ > 0,

2 2l
l=(fof)(l) cad l:lJr1 5 cad l:1+2—+l cad 204+ =2+31 cad (I-2)(I+1)=0 cad I=2o0ul=—1.

[}

On exclut, I = —1, car les suites (vy,) et (wn) sont positives donc par passage a la limite { > 0.

On a donc prouvé que ‘ (u2n) et (uz2n+41) convergent vers 2 ‘

6) ...et donc d’aprés un théoréme du cours, | u converge vers 2 |.

Exercice 18. (x)

1) Soit ¢ € [0,1] et ng € N. Soit (u,) une suite réelle positive vérifiant: Vn > ng, un+1 < quy,.

-a- Déterminer une majoration de u, par un majorant dépendant de u,,, ¢ et n. On pourra commencer par
le cas ot ng = 0.



-b- Montrer que (u,) converge de limite nulle.

2) Soit ¢ > 1 et ng € N. Soit (uy,) une suite réelle positive vérifiant: Vn = nog, tnr1 = qun.
Mountrer que (u,) admet pour limite 4oo.

3) Application. A l'aide de ce qui précéde, montrer que la suite (v,,) définie par: Vn € N, v,, = - est de limite
n.
nulle.
Correction -
1) On suppose | < 1. Soit g€ Rtel quel < g<1 (q= IT'H convient).
Un+1 s N . . . N . Un+1
-a- Comme —— j l et | < q, alors d’aprés un résultat du cours: | il existe un rang no a partir duquel <q
Up 1 — too n

-b- D’aprés 1)-a~, V > no, un+1 < qun. On montre donc par récurrence [laissée au lecteur| que:

Vn=ng, 0<un < ungg" "0}

Or0<qg<1donc g" ™ =q"¢ ™0 — 0 donc par encadrement, lim wuy, =01
n — 4oo n—+oo

+1

n

>q

U
2) Onsuppose [ > 1. De maniére analogue, on introuduit ¢ € R, tel que ! > ¢ > 1 et on montrer qu’ | il existe un rang n; a partir duquel ———
puis que
‘ V=g, un = ungg" ™M |
Or ¢ > 1donc ¢" ™ =q"q~™ — +oo donc par minoration, | lim wup = +o0
n — +oo n—-+oo

n

z
3) Application: soit z € C. Posons pour n € N, an, = (—') et up = |an|. Alors pour n € N,
neN

n!
U e n! z
ntl | 2 = ||| _ |2| —5 0
Un (n4+1)!|2z" n+1n-—+oo
Donc d’aprés 1), unp — 0 c’est-a-dire | an —+> 0|
n — oo
4) Lecasl=1.
1
Pour I’exemple de suite qui admet pour limite 0, prendre u, = —.
n
Pour 'exemple de suite qui admet pour limite 1, prendre u,, = 1.

Pour 'exemple de suite qui admet pour limite 400, prendre u, = n.

Exercice 19. (xx) On définit la suite complexe (2, )nen par : Vn € N, 2,41 = M

On note p = |zo| et € un argument de zy. Montrer que (2, )nen converge vers un réel que l'on exprimera en fonction
de p et 6.

n

Indication : on pourra utiliser, aprés ’avoir prouvé que sin on H cos ok = on sind.
k=1

Correction - On cherche une expression de z,. On calcule quelque terme pour tenter de conjecturer le terme général.
29 = pe'? ainsi |20] = p et un argument de zg est 6.
2o+ 20| pe‘9 +1

0. io 0. io
5 = P3 X ZCOS(E)eT = pcos(E)eT ainsi |z1| = pcos(%) et un argument de z; est %
Et donc par analogie:

io
z2 = pcos(%) cos(%) ed ...
On conjecture alors que, pour tout n € N,

()cos(®) - -cos( Ly et = p [T eos( )bt
z = COS(— )CcOos(—)+---cos(— ) e = COS(— ) e .
n=r 2 4 P ok

La récurrence est laissée au lecteur.

n
[% [4
Reste a simplifier : H cos(2—k). On utilise la formule sin(2a) = 2sin(a) cos(a) avec a = oF donnant :
k=1
: 9
Sm(m)

———, et donc :
2sin(55)

0
sin(%) = 25in(2ik) 005(2%), et donc Cos(z—k) =

n nooo: 0 nooo: 0 .
6 sin(5z=1) 1 sin(zz=7) 1 siné
||cos(—):||72 = = .
k
k=1 2

0N T on S0 ~ on o 0
i 251n(2—k) 2n el sm(2—k) 2n sin 55




p sinf e

Par conséquent : |Vn € N, z,, = — e

2" sin 55~

271.
. .. i6 i . . , .
Puis on calcule la limite. 2% — 0O donc e2 — eYi=1etsin 2% ~ 2% donc 2™ sin 2% ~ 60 — 0. Et donc par opérations sur
n — 4oo n — 4oo 0 0 n — 4oo
les limites, | zn, —— psgle
n — +4oo

Exercice 21 Déterminer le terme général des suites réelles suivantes:
1 1 1
= + e
3 (*) Un+2 Un+41 Un
Uug = 1, Uy = 1

Correction - On montre tout d’abord par récurrence double que la suite u est définie et & valeurs dans Ri.

1

Ce qui permet de définir : v, = — pour n € N. La suite v vérifie la relation de récurrence double linéaire : Vn € N, vp42 = vp41 + vn €t
Un

vg =v1 = 1.

Par la méthode classique (a rédiger), on obtient :

mon () () R () ()
T s 2 5 2 5

Or up = —,

NG
CoORECaN

2 2

VneN, up=

Exercice 22. (x) Pour x € R% et n € N, on pose f,(x) = nx + In(z). On considére I'équation:
(En) mnz+In(xz)=0.
1) Montrer que I'équation (E,) admet une unique solution sur R’ , notée z,.
2) Soit n € N. Déterminer le signe de f,(2,+1). En déduire la monotonie de la suite (2, )nen.

3) Montrer que la suite (z,)nen est convergente. Déterminer sa limite.

Correction -

1) Question classique: grdce au théoréme de la bijection monotone, on montre que la fonction frn réalise une bijection de |0, +o00[ vers
]li(r)n 1 ng f[=] — 0o, +00[. Donc 0 admet un unique antécédent, noté xn par fn.

2) Soit n €N,

fr(@nt1) = nZnt1 +In(2znt1) = (4 Dnt1 + In(zny1) — Tnt

fn+l(xn+1) —Tnt1
—_——

Donc frn(zn+1) < fn(zn) on applique alors f,fl qui est strictement croissante sur R donc zp41 < zp .

=0 >0

Donc ‘ la suite () est strictement décroissante ‘

3) D’aprés 1) et 2); la suite (zy,) est décroissante et minorée donc d’aprés le théoréme de la bijection monotone, | (x5 ) est convergente |.

Notons [ la limite. En passant a la limite ’inégalité: x, > 0 on obtient [ > 0.
Par I’absurde supposons que ! > 0. On passe a la limite la relation: nz, + In(z,) = 0, on obtient par opérations sur les limites:

400 = 0, ce qui est absurde. Donc [ = 0. Donc‘ (zn) converge vers 0 ‘

Exercice 25. (©) Déterminer un équivalent simple des suites de terme général:



_an _ 4 7 4.3 n+1 .3 1
1) up =3"—(Inn)"+n'—4n°+1 4) up =n’ln [ —— 6) up =sin— +1In(1 + —)
.1 n+2 n n
Ssin —
2) up 5
tan nZ 3
1 1 n®+3n—Ilnn, 1 n
1 — qin — J— - ——— Sln +€
3) Up = N7 —1 5) unfslnn+1n(1+n2) ) n2+3(1nn)3 ( )
Correction -
1) up =3"—(Inn)*+n" —4n3 +1 o 3™ (les autres termes sont négligeables devant 3™).
oo
sin + 1 1 1
2) up = L ~ I =n (on a utilisé les équivalents usuel sinu ~ u et tanu ~ u et le fait que — — Oet = — 0.
tani“FOO% 0 0 n n— +oo n® n — 4o
n n
nn 1 1
3) un:n% —1:eln -1 ~ an car e —1 ~u et an — 0
+oo n 0 n n— +oo
1 1 1
4) up =nln nt =nIn(1- n? x (- ) ~ —n
n—+ 2 n+ 2 n+2" 4o
1 1 1 . 1 1 1
5) un :sm— +In(1+ —2) +~oo -~ car sin ;- +~oo ﬁ et 1n(1+ 5) ~ fodle et 5 :0(5).
3 1 1 1 1 4
= 14 —) = - - 2y
6) un = sm +1n( + ) +O(n2)+n2+o(n2) — + ( )+oo -
3n —1 3 1
) un = %(sin - +e ™) ol % e =ne ". On a utilisé que sin - +e " ol e~ " (autre terme équivalent a % est
négligeable devant e=™).
n 1 n
Exercice 26. (xx) Montrer que u, = Z k! est équivalent & n!. Puis déterminer un équivalent de — Z k') —1.
k=1 n. k=1
Correction - Soit n € N*,|
n—2 u n—2 k! 1
un:Zk!qL(nfl)!Jrn! donc —n:Z—'Jrerl.
n! n!  n
k=1 k=1
kKl (n—2)! 1
On encadre la somme. Pour 1 <k <n—2,alors 0 < k! < (n—2)! donc 0 < — < =
n! n! n(n —1)
On somme, on obtient
n—2 1
0< = — = 0.
Z Zn(nfl n(n —1) foon
—2
PN . k! Un,
Par théoréme des gendarmes, il vient : Z — —— 0 et donc par opérations — — 1 donc|up ~ n!|
= nl n - 4o n! n— +o +o0

Puis,
n n—1
1 _ 1  Up—1 n-=1! 1
al (Z’“‘> = <Z’“'"'> = (Z’“‘> =T e T
k=1 k=1
Exercice 27. (x) Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites réelles strictement positives.
On suppose que (u,)nen admet une limite (finie ou infinie) différente de 1 et que u, ~ vy,.
1) Montrer que lnu, ~ lnv,.

2) Montrer que le résultat n’est plus vraie si la limite de (uy,)nen vaut 1.

Correction - Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites réelles strictement positives.
On suppose que (Un)nen admet une limite (finie ou infinie) différente de 1 et que un ~ vn.
Inu, Inv, + In (Z—Z)

1) Soit n € N,
_ o)

Invn, Inv, Invn

Or uy ~ vy donc ¥ — 1 donc ln (uf”> — 0 puis v, admet la méme limite que un car un, ~ v (différente de 1), donc
Yn n — +oo Yn ) n — oo

In v, admet pour limite —oo, | € R« oil 400, dans tous les cas par opérations sur les limites, }‘r'] Z" — 1et donc .
n n — +oo

1 2 P N
2) Posonsu, =en etv, =en, alorsup, —> letv, — 1ldoncuy ~ vy. Orlnu, = % etlnv, = % donc| Inuy, n’est pas équivalent & Inwvy,
+

n — +oo n — oo



