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2024/2025 TD Fiche 10-Quelques corrigés

Avant de commencer un exercice abstrait sur les ensembles et applications, étes-vous bien au point
sur les méthodes suivantes?
En général, on applique les “recettes suivantes”

e Comment démarre-t-on un raisonnement prouvsant une phrase commengant par : 9[; €A .7
On commence par “Soit © € A” ou “prenons x € A”

e Comment prouve-t-on une implication P = Q7
On commence par “Supposons P, montrons Q”..

e Comment prouve-t-on une équivalence P < Q7
Ou bien par double implication. Ou bien en raisonnant par équivalence.

e Comment prouve-t-on une inclusion A C B?
On commence par “soit x € A” et on finit par “x € B”.

e Comment prouve-t-on un une égalité d’ensemble A = B?
Ou bien par double inclusion et on est ramené au cas ci-dessus.
Ou bien en raisonnant par équivalence : © € A < x € B.

Exercice 2. (©) Soit E un ensemble non vide et A, B des parties de E. Montrer que

A = B siet seulement si ANB =AU B.

Correction -

=) Supposons A = B. Montrons que AN B =AU B.
Dans ce cas c’est trés simple, car A=B, ANA=A=AUA.
D’ou 'implication voulue.

<) Supposons AN B = AU B. Montrons que A = B.

C) Soit x € A, alorsz € AUB. Or AUB=ANB, donc x € AN B, donc z € B.

D) Comme A et B jouent le méme role, on a la deuxiéme inclusion.

D’ou ’égalité voulue, d’ou 'implication voulue.

On a donc bien ’équivalence : | A = B si et seulement si ANB =AU B. |

Exercice 9. (x) Soit F un ensemble. Soit f une application de E dans F telle que f o f o f = f. Montrer que:

f injective < f surjective.

Correction - On suppose que fo fo f=f.

=): supposons f injective. Montrons que f est surjective. Soit y € F, on veut montrer I’existence d’un antécédent de y.
Par hypothése

f)={ofof) c’est-a-dire @) = F((f o H)©)-
Par injectivité de f, il vient
y=(fofy) =r(f).

f(y) est donc un antécédent de y. L’application f est donc surjective.

<): supposons f surjective. Montrons que f est injective. Soient (z,z’) € E? tels que f(z) = f(z'), montrons alors que = = ’.
Comme f est surjective, posons u et v’ dans E tels que z = f(u) et 2’ = f(u').

On a donc en appliquant f, f(f(u)) = f(f(u')) et en réappliquant f il vient f(f(f(u))) = F(f(f(u))) ie. (fofof)(u) = (fofo f)u) et

donc par hypothése, comme fo fo f = f il vient f(u) = f(u’) i.e. z = z’. L’application f est donc injective.

On a donc bien:

| f injective & f surjective |

Exercice 10. (xx)Théoréme de Cantor Soit F un ensemble. Démontrer qu’il n’existe pas de surjection de E vers P(E).
Raisonner par Uabsurde et considérer Uensemble A={x € E/x & f(x)}.

Correction - Par ’absurde supposons qu’il existe une telle surjection, f : E — P(E).

Posons A={z € E/x ¢ f(z)}. Alors A € P(E), donc, comme f est surjective, posons zg € E tel que f(zo) = A.
Sizg € A, comme A = f(xo) alors zg € f(xo) donc par définition de A, zg ¢ A, ce qui contredit I’hyptohése initiale.
Sixo ¢ A, alors zo ¢ f(zo) donc par définition de A, xg € A, ce qui contredit ’hyptohése initiale.



Exercice 13 Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F. On considére A, A’ deux
parties de E et B, B’ deux parties de F.

—

1) Montrer que f (BN B') =f (B)N f (B').
2) -a- Montrer que f(ANA") C f(4) N f(A").

-b- Montrer que l'on n’a pas égalité en général.

-c- Montrer qu’il y égalité si f est injective.

Correction - Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F. On considére A et B deux parties de E.

1) Pour montrer ’égalité, on va raisonner par équivalence. Soit = € E,

-
z€f (BNB') & f(z) € BNB'  (définition de I'image réciproque)
< f(z) € Bet f(x) € B’ (définition de l'intersection)

— —
szef (B)etzef (B') (définition de 'image réciproque)

ezcf (BN f (B).

On a done bien: | f (BN B') =1 (B)N f (B') |

2) -a- Montrons que f(ANA") C f(A)N f(A").
Soit y € f(AN A’) posons alors x € AN A’ tel que y = f(z).
Comme z € A alors f(z) € f(A) et comme z € A’, f(z) € f(A’). D'ony = f(z) € f(A) N f(A).

On a donc bien: ‘ FANA') C F(A) N f(A)

oo LA = R 10 et A= [0,1].
xX — x

Alors f(A) = f(A’) =10,1]. Puis AN A’ = {0} d’ou f(ANA’) ={0}. Onadonc| f(ANA") # f(A)n f(A") |
-c- Supposons f injective. Montrons alors f(A) N f(A’) C f(ANA’).
Soit y € f(A) N f(A’). Alors y € f(A) donc posons a € A tel que y = f(a); puis y € f(A’), donc posons a’ € A’ tel que
y = f(a').
Finalement, y = f(a) = f(a’). Donc par injectivité de f, a = a/. Donc a et a’ appartiennent tous les deux &8 AN A’. Finalement

y = f(a) € f(ANA).
Dou f(A)N f(A") C fF(ANA").

L’inclusion de 1) donne alors ’égalité ‘ fANfA) = f(AN A

-b- Posons

Exercice 14. (%) Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F.
Montrer que: f injective <= VA € P(E), A :? (f(A)).
Correction - Soit F et F' deux ensembles et f € FE. Pour montrer 1’équivalence on raisonne par double-implication.
=) : supposons f injective. Montrons: VA € P(E), ? (f(A)) = A
Soit A € P(FE), montrons ? (f(A)) = A. Par double inclusion.
D) : Soit x € A, alors, par définition de f(A), f(z) € f(A). Et donc, par définition de I'image réciproque cela signifie que
x G? (f(A)). D’ou l'inclusion voulue A C? (f(A)).
C) : Soit x G? (f(A)) alors par définition de 'image réciproque, f(z) € f(A). Donc par définition de f(A), posons a € A tel que
f(z) = f(a). Or f est injective, donc = a, or a € A donc € A. On a donc l'inclusion }? (f(A)) C A
Dot Pégalité voulue f (f(A)) = A.

-
<) : supposons, VA€ P(E), f (f(A))=A. Montrons que f est injective.
Soit (z,2') € E? tel que f(z) = f(z'). Montronsque = = x'.
On applique ’hypotheése a A = {z},

{z}

7 (=}
T {f@Y  car f({a}) = {f(2)}
2

{f@@)})  car f(z) = f(=')
{z} = {2’} par hypothése avec A = {z'}.

Donc z = z’. Donc f est injective.

On a donc montré:

f injective & |VA € P(E), ? (f(4) =4




