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Exercice 1
sin® x — tan3

1) Déterminer un équivalent de f(z) = ———F—— en 0.
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2) Déterminer un équivalent de f(x) = tan <$2—+1> en 0.
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3) Déterminer la limite de f(z)

Probleme
On note & I'ensemble des fonctions de R dans R qui vérifient:

f est continue sur R,
f s’annule au moins une fois sur R,

V(z,y) €R?, flz+y)+ fla—y) =2f(x)f(y).
Le but du probléme est de déterminer les éléments de £.

1) -a- Montrer que la fonction nulle est dans £ .
-b- Montrer que la fonction cosinus est dans £ .

-c- Si f est dans £ et si w € R*, montrer que la fonction f, : © — f(wz) est dans £ .
2) On considére une fonction f € £ . En donnant x et a y des valeurs particuliéres, prouver que :

-a- f(0) vaut 0 ou 1.

-b- Si f(0) = 0, alors f est identiquement nulle.

-c- Si f(0) =1, alors f est une fonction paire.
x

“d- Si f(0) = 1, alors Yz € R, f(z) =2 [f (5)}2 ~1.

-e- Si f g’annule en a € R*, alors Vo € R, f(2a — 2) = — f(z). En déduire que f est 4a—périodique.

Dans la suite, f est un élément de £ avec f(0) = 1.

3) -a- Montrer que f s’annule au moins une fois sur R* .

-b- Soit A = {z > 0|f(x) = 0}, montrer que A admet une borne inférieure.

On pose dans la suite du probléme, a = inf(A).

-c- Montrer que pour tout entier n € N*, il existe t,, € A tel que a < t, < a+ % Prouver alors que f(a) = 0.
En déduire que a > 0.
-d- Montrer que Vz € [0, a[, f(z) > 0.

Dans la suite, on pose g : R — R définie par g(x) = cos(wz) avec w = =

2a
1 Soit ¢ € N, mont ) =2 % V" _1. En dédui VeeN, (=) =g(=
) -a- Soit q € ,monrerquef(ﬁ) = [f(ﬁ)} — 1. En déduire que Vq € N, f(ﬁ) —g(g).
-b- Montrer que Y(p,q) € N?, f (%) =g (%) (récurrence sur p).
. . . al292]
-c- Soit z € R, montrer que la suite v définie par v, = 94 9= converge vers x et que

f(“q) = g(“q)-

-d- En déduire que Vz € R, f(z) = cos (7;_1:)
a

5) Déterminer £ .




