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Probleme

—— Partie | - Etude de >_;_, ;

1) Soit k € N*. Pour tout = € [k, k + 1], on a

1 1 1 k+1 1 k+1 k41
—— < — < — donc par intégration, bornes croissantes, sur [k, k + 1] / ——dz < / —dz < / —dz.
:(k:i)l—k _[]HI]£+1 :(k+;)—k
. 1 1
Ce qui donne finalement : | Vk € N*, Pl <ln(k+1)—Ink < 7|

Par conséquent : [Vk €>2, In(k+1)—In(k) < + <In(k) —In(k —1)|

2) Soit n > 2, on somme 'encadrement précédent pour k € [2,n], et on reconnait deux sommes téléscopiques :
In(n+1) —In(2) < Hy, — 1 < In(n) — In(1).

Donc,

In(n) + In(1 + l) —In(2)+1< H, <In(n) + 1.
n

Comme In(n) — +o0 alors In(1 + 2) —In(2) + 1 = o(Inn) et 1 = o(Inn), donc

In(n) + In(1 + %) —In(2) + 1 ~In(n) In(n) +1 ~ Inn.

Donc par théoréme des gendarmes, version équivalents, . Il découle .

3) Monotonie de (a,). Soit n € N*,

1
ant1 —anp = Hpyy — Hy —In(n+1) +Inn = il In(n+1)+Inn <0 (lére inégalité de 1) avec n au lieu de k).
n

Donc | (a,) est décroissante
Positivité de (a,) Soit n € N*, d’aprés U'inégalité H,, > In(n + 1) + 1 — In(2) établie en 2),

1 1
an=H,—Inn>2Inn+1)+1-m2-Inn=In(1+-=)+1-In(2) >0 car 1+ — > 1.
n n

Donc | (a,,) est décroissante et positive |.

Donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, | (a,,) converge, on note +y sa limite |.

n

4) Pour n € N*, on pose b, = Z
k=1

1
n+k’




-a- Soit n € N*|

1
Hy, — H, = b, |
| |

-b- Soit n € N*,

by, = (azn +1n(2n)) — (an, +1In(n))  (d’apres I-3, et par définition de a,,)

=aop, —ap +1In2+Inn—Inn

Or d’aprés 1-3), (a,) converge vers une limite notée I, d’ou (ag,) converge vers | et donc finalement
lim b, =In2|

n—-+o0o

Partie Il - Etude d’une suite récurrente ————

1) La fonction f est dérivable sur Ry, avec pour tout = € Ry,

0 1 +o00
f,(x):(1+x)2—2z(1+:r): 1—a? _1-z ' f! + —
(1+a)t 1+t (142) i
D’ou les variations de f. Notons que f(x) = _ 2 / / \
' d (14 2)? 400 22 0
2
- — 0
Tr x—+oo
L’¢tude de f livre, f([0,1]) = [0, 1] C [0,1] donc [0, 1] est stable par f.
Or up =1 € [0,1], donc la suite u est définie et & valeurs dans [0, 1].
Puis, pour tout z € [0, 1],
T 1 —2r — 22 —2—x
= g — 1) = =a? <0
e R (e R R e e

Donc |u est décroissante |; de plus u est minorée par 0 donc u convergente d’aprés le théoréme de la limite
monotone.
L’unique point fixe de [0, 1] est 0 (f(z) —z = 0 si et seulement si z = 0 car = € [0, 1]).

Finalement | (u,)nen converge vers O |.

2) -a- Soit n € N,

f( 1 ): AT _ mT _n+l o1
n+1 (1+ 75)? _gzﬁgz n+2n+2
<1

Par récurrence, posons pour n € N, P,:“u, < ] ”

Initialisation. ug =1 > 0.

Hérédité. Soit n € N, supposons P,, est vraie. D’aprés les variations de f, f est croissante sur [0, 1]
de plus u, et %—H appartiennent a [0,1], d’ou f(u,) < f(n%ﬂ) L’inégalité qui précede f(uy) <
C’est-a-dire Py, 41 est vraie.

1
n+2°

1
n+1]

Conclusion. | Pour tout n € N, u,, <




-b- Soit k € N*,
1 (1+ugp_1)? 1 1+42u g +ui 1

Uk Uk—1 Uk—1 Uk—1 Uk—1 Uk—1
1

—_— — =24 ug_1|

Uk Uk—1

La suite (up)nen est positive, de plus avec 'inégalité de I1-2)-a-, il vient:

1 1 1
0<up_1 <~ d’ou Vk e N*, 2< — — <24 -
k U Uk—1
. . 1 1 1
-c- Soit n € N*, k € [1,n]. D’aprés II-2)-b-, 2 < — — <2+ Z On somme cet encadrement pour
Uf Uk—1
k € [1,n], il vient
2 - <N 2+-)=2 -

S2ey (o)< erp-me Yy

k=1 k=1 k=1 k=1

——

=2n

n

1 1 1 1 1

Or, par téléscopage: Z (— — > = - — = 1.
1 \Uk  Uk—1

1
On a donc bien: [Vn €N, 2n+1< —<2n+1+ H, |
U

3) D’apres 1-2), H, ~ Inn donc 2n + 1+ H, ~ 2n. Et 2n + 1 ~ 2n, par théoréme des gendarmes versions

équivalents, — ~ 2n donc | u,, ~ % .

n




