I\/I PS Il Lycée Corneille Devoir a la maison 6

2024/2025 Correction

Exercice 1 VzeR, [f'(x)+ f(—z)=x+cosz (E).
NB: il faut rédiger correctement les résolutions d’équations différentielles, comme dans le cours, comme dans ce
corrigé. Ne pas confondre fonction et expression notamment.

1) Résolution de (E4) : ¢/ —y = =x.

e L’équation caractéristique est: 12 —1=0< r = £1.
D’ott la solution générale de I’équation homogéne: x — Ae® +pe~ ou (A, u) € R2.

e On remarque que x — —z est solution particuliére de (Ey).

e D’ou | ’ensemble-solution de (E4), { IS : \ oo Jrf‘efx .

/) € R?} |

2) Résolution de (E2) : " + y = cos(z).

e L’¢quation caractéristique est: 72 +1 =0 < r = +i.
D’ott la solution générale de I’équation homogéne: x — Acosx + usinx ot (A, u) € R2.

e On a cosz = Re(e'®). On pose (F3) : vy’ +y = e i est solution de l'équation caractéris-
tique, on cherche une solution particuliére de (E3) sous la forme z, : ¢ — axe'” ou a € C. Alors

zp(z) = aze'®

zp(x) = (iax +a)e'™ B donc
z,(r) = (—ax + 2ia)e'”

zp est solution de (E3) < Vo €R, 2] (z) + 2p(z) =e'* © Vo €R, 2iae'” =" ©2ia=1a= 7%_

FRN . iz iz « —
Dott 2, :  +— —*F €' ¥, on pose y, = Re (2p),

Vr €R, yp(x) =Re (% ei:’:) = Re <%(cosx+isinx}> = zsmx.

R — R

e D’ou | 'ensemble-solution de (E5), { T & Acosz+ psing +

spe [ €R}|

2

3) Analyse. Soit f une solution de (E). On consideére les fonctions g et h définies sur R par

f(@) + f(==)

Ve eR, g(x)= 5

et h(z) =
-a- x — —x est deux fois dérivable sur R & valeurs dans R et f est deux fois dérivable sur R donc par

composition & — f(—z) est deux fois dérivable sur R. Donc par combinaison linéaire, g est deux fois
dérivable sur R et pour tout = € R,

g/(w) _ fl(w) _2fl(_x) g//(m) _ f”(‘r) +2fll(_x)_

Soit € R. Comme f est solution de (E):
() + f(—x) =2 + cosz et f'(—z) + f(x) = =z + cos(—z) = —x +cosz. (%)
Donc

_ @)+ S )+ i)

g"(x) + g(x) 5 5 % ((z + cosz) + (—z + cosx)) = cos .

Finalement [ g est solution sur R de I’équation différentielle (Es): y” + y = cosx |

rsinx

Posons alors (A1, p1) € R? tel que pour tout z € R, g(x) = A\j cosx + g sinz +

NB: il ne fallait pas oublier de prouver que g est deux fois dérivable sur R.



h”(x) _ f”(:l?) — f”(*il?).

-b- Comme pour g, h est deux fois dérivable sur R et pour tout =z € R, 5

Soit = € R, en réutilisant (x) de 3)-a-,

_ @)+ f=) - f(=2) + ()

' (z) — h(x) 5 5

1
=3 ((x + cosx) — (—x + cosx)) = x.

Finalement | h est solution sur R de I’équation différentielle (E1): v’ —y =«

x

Posons alors (A, i12) € R? tel que pour tout x € R, h(z) = Age® +uze % —z|.

-c- Remarquons que pour tout z € R, f(z) = g(z) + h(z).

rsinx

Donc | pour tout = € R, f(z) = A;cosx + py sinx + + e’ fuse ™ —x|.

4) Synthése. On détermine parmi les f précédents celles qui sont effectivement solutions de (E). Soit
rsinz

(A1, i1, Aoy o) € R et f @ v+ Ajcosa + ppsinw + + XMe” +use ™ —x. [ est deux fois dérivable
sur R avec, pour tout z € R,

rsinx

F"(x) = =M cosx — py sinx + cosx — +Xoe” +use”

—zsin(—x)

f(=x) = X\ cos(—z)+p sin(—xz)+ 5

. rsinx . .
+A2e” % +puge” +x = A1 cosx—pq sin :17+T+)\2 e " +use” .
D’ou:

f solution de (E) & Vx € R, f"(z)+ f(—z) = xcosx
Ve eR, —2uisinz+ (e +e™) + ua(e ™ +e”)+ x4 cosx =x 4 cosx
SVeeR, —2uisinz+2(Ae+ p2)chz=0

e m=0
A+ p2 =0

En effet pour I'implication =, on prend des valeurs particuliéres de 2. Pour x = 0, il vient 2(A2 + p2)ch0 =0
c’est-a-dire A\g + g = 0. Puis avec z = 7, il vient p1 = 0. Puis, I'implication < est triviale.

NB: cette derniére équivalence a été le plus souvent saboté, en particulier 'implication =. Conclusion.

R — R
) . _ rsinx 2
L’ensemble-solution de (F), T = Acosz 4 Ay (e —e T)—x + / (A1, A2) €R
—_——— 2
=2shzx

Exercice 2

1) Soit € > 0 (fixé dans toute la question 1)).

| ™

-a- Comme u,, — 0, par définition de la limite, | il existe Ny € N tel que: Vn €N, n > Ny = |u,| <

n — +oo

1
-b- Comme Ny est fixé, |ui| + |uz| + -+ + |un,| est un réel fixé qui ne dépend pas de n. Or — — 0, donc
n

u u PR u
] + Jua] + - 4 Juo — 0. Donc par définition de la limite, il existe N1 € N tel que:
n n — 4oo

[l el g |
n

VHEN, n>N1 0<

Do | M



op [l Juz] 4+ + |
n

> 0 donc:

Wn €N, n>N1§|u1|+|U2|+"'+|UNo| g%'
n

-c- On pose N = max(Ny, N1). Soit n € N, avec n > N, alors

Uy tug - Fun | Jun| A |ug + - A fun
<
n n
B Y el el 0[O O\ Y e ol (1
n n

lan| = (inégalité triangulaire)

. lua| + [ug| + -+ + |un, | <&

X

carn >N > Nj.

\}

Or d’apres 1)-b
n
Puis, d’aprés 1)-a-, pour k& > No, |ux| < §, d’ont

[ung+1|+ -+ |un| _n—Noe
n

(car il y a n — Ny termes dans la somme)

5

<1

<

| ™

Au final: Vn e Ny n > N = |a,| < e dou| lim a, =0}

n—-+oo

2) On utilise le résultat précédemmet démontré, c’est-a-dire qu’on ne refait pas une démonstration

utilisant les ¢.
Ul + . + ’U’ﬂ,

Supposons u, —> [l. On pose pour n € N, v,, = u,, — [l et b, = —— . On applique 1), v,, — 0
n — +oo n n — +oo
donc b, — 0. Or pour n € N
n — +oo
poo =Dt A @) _wt---tu—nl _wt-fup onl

n n n n

Comme b, — O0alors|a, — ]|

n — +oo n — +oo

3) La suite (vp4+1 — vy,) converge vers [, donc (v, — v,—1) converge vers [. Donc d’aprés le théoréme de Cesaro, la
n

moyenne arithmétique des n premiers termes — Z(vk — vi—1) admet pour limite {. Or, par téléscopage,
k=1

k=1

Puis:
Un Vo
n

. Un
Finalement, (—) converge vers [ |.
n

4) Soit n € N*,
YWy, = wy = e m(wn) . ().

Wn+1 Wn+1

par In (continue

In(w.,)
n
converge vers In(l). Donc d’aprés (x) et par composition de la limite par exponentielle (continue sur R),

Or par hypothése, ( > converge vers [. Donc par composition de la limite de

wn n

sur RY), (In(wp41) — In(wy,)) converge vers In(l) (I > 0) donc d’aprés 3), avec v, = In(wy),



(¢/wy) converge vers e = 1|

n 1
5) -a- On applique 4), avec w, = n. Ici Wntr 1 — 1l,etdonc| /n — 1|

Wn, n n—+00 n—-+o00
-b- Onm applique 4), avec w,, = (2:) Ici, pour n € N,
2n+2 (2n+2)!
Wp41 (77:1 ) ((7:11)!)2 2n+2)2n+1) 2(2n+1) 4n
= omn = ] = 2 = ~ — =4 — 4.
Wn, (n) (QTL) (n + 1) n+1 +ocon n— 400
(nl)?

Donc | ¢ (2:) — 4]

n—-+oo

Ynl
-c- On pose v, = ﬂ =71 :—,‘1
K |
Puis, on applique 4) avec w,, = ln Ici, pour n € N:
n
_(nt D! n n
Wnt1 _ (nfD™FT (n+1) n _ < n ) S
Wn o (n+1)r(n+1)  \n+1 1+ 1)"
Or
1\" In(1+1)
14 = _ enln(l-&—%) —e 1
n
In(1+h 1 n(1+1 - o .
Or M —r let — — Odonc 1(—1Tﬂ—) — 1 d’ou, par composition de la limite par exponentielle
h h—0 n n—+oo n n—-+4oo
(exp est continue sur R), (1+ 1) WS &
1

Finalement Wn+l — -

Wy, n—+oo e

. vn! 1
Par conséquent,| — — —|.
n mn—+oo e




