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Exercice 1

Finalement, comme 0 € [—4, +o0], | il existe un unique ,, € [0, +00[ tel que f,,(z,) =0}

1) Soit n € N*, 'application f,, est dérivable sur [0, 4o0[ avec

Vo €[0,+o0c], fli(z)=nz""'+18z (>0siz > 0).

n

Par conséquent f,, est strictement croissante sur ]0, +00[, donc strictement croissante sur [0, +oco[. Finalement
fn est continue sur [0,+oo[, strictement monotone sur [0,+o00[ et donc d’aprés le théoréme de la bijection
monotone f, réalise une bijection de [0, +o00[ vers f,, ([0, +oo]) = [—4, +o0].

2) Soit z € R,
—14++145 —1++/145
fl(x):0©9x2+x—4:0©x:7 donc x1:+7
18 18
2 2
fg(x):0@9x2+z274:0¢>5z2:2¢>x::&£ donc IE2:£.
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3) e Méthode 1: soit n € N*, on a f,(0) = —4, f,(1) = 6, de plus f, continue sur ]0,1[ donc d’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]0,1] tel que f(¢) = 0. L’unicité de z, dans 1) donne

¢ = x,. Finalement |z, €]0,1[]

Méthode 2: on peut ré-appliquer le théoréme de la bijection monotone a f, sur ]0,1][.

Méthode 3: f,(0) = —4, fn(1) =6 et fr(x,) =0 donc f,(0) < fn(zn) < fr(1). On peut donc appliquer
£t qui est strictement croissante comme f,,, d’aprés le théoréme de la bijection monotone, pour obtenir
O<z, <1.

Soit n € N*, z €]0, 1]

froi1(x) = fo(z) = (2" + 922 —4) — (2" +92° —4) = 2" (x — 1) donc | fur1(x) — fulz) <O]

Soit n € N*, d’aprés 3), 41 €]0, 1], donc d’aprés 4)-a- avec & = X, 41

frt1(@nt1) = fa(@ns1) <0 donc | fu(zni1) >0}
—_—
=0

Comme f,(z,) = 0, il vient f,(z,41) > fu(xn). En appliquant f,,; qui est strictement croissante il vient

ZTpt1 > Tp et donc la suite | (@, )nen+ est strictement croissante |-

Finalement la suite (x,,)nen+ est croissante et majorée par 1 donc | (2, )nen+ converge vers [ € [0,1] |-

Soit n € N*, f,(z,) = 0 se réécrit 27 = 4 — 922. Comme (z,,) converge vers [, on en déduit que (z)
converge vers 4 — 912,
Or (a7) est positive car (z,,) est positive, donc par passage a la limite sa limite est positive i.e. 4—91% > 0.

4
On en déduit que 12 < = et donc 0 < I < =. Or d’aprés le théoréme de la limite montone appliquée a

(2), 1 est la borne supérieure de (z,,), donc pour tout n € N*,

0<z, <I<

[SVR N )

donc 0<ay <" <—> — 0.

Et donc, par théoréme d’encadrement, | (7),en« converge vers 0 |.

Attention : on ne peut utiliser le résultat qui affirme ¢" — 1 pour ¢ €] — 1,1[. Car ¢ doit étre

n — +

indépendant de n, on ne peut donc prendre ¢ = x,, méme s'il est vrai que z,, €]0,1][.



1 n
Prenez par exemple (1 - ﬁ) — e~ ! (utilisez des équivalents par exemple) alors que 0 < 1 — % < 1.

-b- En passant & la limite la relation 27 = 4 — 922, il vient 0 = 4 — 9I?> d'ou |l = 3 (car [ > 0 d’aprés 4)-c-).

6) On pose n € N*,
Up =1 — Sn:Zuk.
k=1

-a- Tout d’abord comme déja vu: Vn € N*, x,, <[ et donc: Vn € N*, u,, > 0.
Soit n € N*. De 2" + 922 — 4 = 0 on tire:

n __ 2 _
x, = x, =1—

| =

W N
\

N | W
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On a donc bien: |Vn € N*, 0 < u,, < gxz .

-b- Tout d’abord pour n € N*, S;,11 —S;, = up41 = 0 d’aprés 6)-a-, donc (S;,) est croissante.
k
1/2
Soit k € N*, d’aprés 6)-a- et le fait que xp < %, on a: ug < 6 <§) .
On somme alors cette inégalité pour k € [1,n], ou n € N*,

Iem/2\" 121-(3)" 1
Sn%,;@ =63 12 —3

Donc (S,,) est majorée.

Donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, | (S,,) converge |




