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. cosx — 1
Exercice 1 On pose f: oz +— ——.
tanx
1)

-a- tan est défini sur R\ {§ + k7 /k € Z} et s’annule en k7 o k € Z donc

L’ensemble de définition peut aussi étre noté :

f est défini sur R\ {£ /k € Z} |
kr (k+1)m
U}_( ) [

27 2
keZ
Pour z € R\ {£& /k € Z},

(—z) — 1 (z) — 1
flon = AL
-b- Limite en 0. Pour z €] — 7,0[U]0, 5|,
cosxz—1 /
cos’(0) O
= €z = — = 0
/(@) BT .50 tan'(0) 1
Donc [ lim f(z) =0}
z—0
Limite en 7. Par opérations sur les limites, | lim f(z) =0}
=5
_C_

s

% en posant f(0) = f(

On prolonge donc f par continuité en 0 et en
Dérivabilité en 0. Pour z €] — Z,0[U]0, 5],

z)=0.
— (0 p—1 cosz=l _1
f@) — 1 _ 087 = = — 2 = (limites usuelles).
z—0 rtanx L 20 1
Donc | f est dérivable en 0 avec f/(0) = —1 |
Dérivabilité en 7. Pour h au voisinage de 0,
f(5+h)—f(5) cos(5+h)—1 —sinh—1 tanh(l+sinh)) .
h - htan(3+h)  —hgl h h—0
par produit de limites ou I'on a utilisé la limite usuelle % m 1.
—
Donc | f est dérivable en § avec f'(5) =1}

|-m.-3

-d- Comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, f est dérivable sur D =
5 [U]*%,O[U]O,%[,U]%,ﬂ[ et pour z € D,

, —sinztanz — (cosz — 1)~  —sinzd2L — (cosz — 1) ==
f (w) - tan? = sin? x
cos? x
_ —sinzcosx — (cosz —1)  (cos?z —1)cosz — (cosx — 1)
B sin? 2 B sin? x
;o (cosz—1)(cos?x + cosz — 1)
Jla) = sin?

-e- Par imparité de f et d’aprés le prolongement réalisé en 7, la fonction f est aussi prolongeable par continuité
en —%
2

en posant f(—%) = 0, le prolongement ainsi obtenue est dérivable en

% avec f'(5)=—1
Si on note fvla fonction ainsi prolongeée, elle est bien dérivable sur | — 7, 7[ et sa restriction & D est f

2) On calcule T = /3 f(z)da.




= St =
On pose t = cosx alors dt = —sinx dx et {x

—t=

wy oy
S,

I:/S (cosz —1)(—sinz) dz e

—sin?z
cosx

B}

o)

T (t—1)dt

(on a utilisé sin? z = 1 — cos?z = 1 — t?)
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3) On considére I'équation différentielle :  (F) y'(z) +

() = —cosz ou x€]0,

ol

[

2
sin(2t)

T x 1
-a- Soit  €]0, Z[, on calcule / dt = / ——————dt en posant s = tant alors ds = —- dt, donc
sin(t) cost

cos? t

=In|tanz|+ C ou C € R.

2
Or tanz > 0 pour x €]0, 5[ donc | une primitive de z Sn(22) sur |0, 5[ est donc  — In(tanz) |
sin(2z

-b- La solution générale de I’équation homogéne associée a (E) sur ]0, %[ est donc :

, A
s e~ nltanz) — 2 oy AeR|
tanx
-¢- Soit = € |0, %[, on utilise le calcul de f'(z) de 1)-d-
2 cosz — 1)(cos? x + cosz — 1 1 cosx — 1
P+ s f) = el -
sin(2x) sin® sinxcosx tanz
(cosz — 1)(cos?x + cosz — 1) + (cosx — 1)
sin?
 (cosz —1)(cos® z + cos x)
B sin?
cosz(cosx — 1)(cosx + 1)
B sin?

= —cosz (on a utilisé sin?z =1 — cos?z = (1 — cosz)(1 + cos))

donc | f est solution particuliére de (E) |.

-d- On détermine une solution particuliére par la méthode de variation de la constante.



Posons, pour x € }0, 5 [, yp(x) = ng)c oll A est supposée dérivable sur ]0, 5 [ Alors, pour x € ]0, 5 [,

tan
A(x) , N (x) 1 N (z) 1
= = - = - AMa)——.
v () tanx Y (z) tanx (z) tan?xcos?xr  tanw (z) sin’
Et donc : ) ()
/ — x
Up(w) + sin(2x) up() tanx’
On en déduit -
yp solution de (E) < Vz € }0, 3 [, N(z) = —cosztanz = —sinz.
On pose alors A : @ + cosz et donc |y, : @+ £-= est solution particuliére de (E) |
D’aprés 3)-b- et 3)-c- on déduit :
; . 10,2] — R
I’ensemble-solution de (F), { i s A4 f() /A€ R} .

On souhaite ’équation différentielle : (F') sin(2z)y’(z) + 2y(z) = — cosx sin(2x) sur | — 7, 7[.
Sur chaque intervalle I =] —m, =3[, Io =] — §,0[, I3 =]0, 5[, I4 =|5,7[, © + sin(2z) ne s’annule pas,
I’équation se réécrit sous la forme :

y'(z) +

Mg(m) = —cos.

Par une résolution similaire a 3)-d-, la solution générale de (F') sur chaque (E;) est :

Ad
Yi & — tonz + f(x)

oul les \; sont réels. On souhaite raccorder les solutions.
Par continuité.

En —%. Comme tanz — Zooet f(—=%)=0,ona lim y; =0 et lim yo = 0. Les limites sont finies et
T=—% —3_ —34
égales et on prolonge y; et y2 en posant y1(—%) = y2(—5) = 0.

En . De méme limys = limys = 0. Les limites sont finies et égales et on prolonge ys et y4 en posant

2 — 24+

y3(3) = ya(3) = 0.

En 0. Comme tanz — 0, t)‘2 - et 23 p’admettent une limite finie que si Ay = A3 = 0 dans ce cas
z—0 anx tanx

comme f(O) = 0 on a, %m Yy = %m ys = 0. Les limites sont finies et égales et on prolonge y2 et y3 en
- +

posant y2(0) = y3(0) = 0.

Par dérivabilité (désormais Ay = A3 = 0).

En Z. Pour z €]F, 7,

A
tan(%—?—h)—o B —)\4tanh N
h T h oo O
Et donc en utilisant f’(g) =1:
TR — gu(Z
y4(2+ ) y4(2)*>7>\4+1'
h h—0
Or comme A3 = 0, alors y3 = f, de plus ]7’(%) =1 donc
ys(5 +h) —y3(5) 1
h h—0

Les limites existent sont finies et égales si et seulement si Ay = 0.
En —7. On obtient A; = 0.
Equation vérifiée en —7, 0 et 7.

On vérifie facilement qu'avec f(—%5) = 0, f(0) = 0, f(5) =0, f'(-=5) = =1, f'(0) =0, f'(§) =1
I’équation est vérifiée par f en ces trois valeurs.



Conclusion :

I'unique solution de (F) sur | — m, 7 est f|




