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Samedi 16 Novembre
Corrigé

Exercice 1

1)

-a- Pour tout = € [0,1] on a bien z € Ry et /z € [-1,1] et 22 — 1 € [—1,1]. Donc ¢ est bien définie et

continue sur [0, 1] par compositions et opérations sur les fonctions continues.
La condition stricte = € ]0, 1] implique de plus = # 0 et /x # 1 et 20 —1 ¢ {—1,1}, d’ou la dérivabilité de
(0 par compositions et opérations sur les fonctions dérivables.

-b- Pour tout x € ]0, 1],

'(z) = ! X L 1 X 2
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Ceci montre que la fonction ¢ est constante sur l'intervalle ]0, 1[. Elle donc aussi constante sur le segment
[0, 1] par continuité. Enfin :

1
©(0) = Arcsin(0) — 5 Arcsin(—1)

d’oul le résultat annoncé.

2) -a- L’angle o = Arcsin(y/z) € [0, 3] vérifie sin(o) = /7, donc :

sin(f) = sin(2a — 7)
= —cos(2a)

= 251n(a)2 -1

-b- Par croissance de Arcsin, v/z € [0, 1] implique Arcsin(y/z) € [0, Z]. Donc :

2

3

0— = <2Arcsin(vz) — = <m—

)

o3
o 3

—_ N

c’est-a-dire que § € [~F, 7]. Or sin(f) = 2z — 1, donc Arcsin(2z — 1) = 6 par définition d’Arcsin comme

bijection réciproque de sin |[7g T Conclusion :
2772

2 Arcsin(v/z) — g = Arcsin(2z — 1) |,

ce qui équivaut clairement a la formule (x).

Exercice 2

Soit (a,b) € ]0, +oo[>. On pose

1

a?cos? z + b?sin

2

I:/O x f(z)dx, ou f(z)=

xT



1) Puisque les fonctions cos et sin ne s’annulent jamais en méme temps, alors la fonction

x +— a? cos? () + b sin®(z)

T
somme de deux fonctions positives, ne s’annule pas sur l'intervalle [0, 5} Elle y est de plus continue en tant

que combinaison linéaire de produits de fonctions usuelles qui le sont.

. . W . . . .
Nous en déduisons que f est continue sur [0, 5} en tant qu’inverse de fonction continue sur cet intervalle et ne

s’y annulant pas.

2) Changements de variable affines.

-a- Posons le changement de variable x = m — ¢ dans I. Alors t = m — x et la fonction ¢t — 7 —t est de classe

C! sur R. Calculons dz = —dt, alors :

s
x
I = / ——dz
o a?cos?x+ b2sin”x

0
T—1
= —1)dt
/,r a2COS2(7T—t)+bQSiD2(7T—t)( )

= / - dt (carVz €R, cos(m —x) = —cos(z) et sin(m — x) = sin(z))
o a?(—cos(

£))* + b2 sin?(t)

T 1 4 t
= dt — dt
" /0 a2 cos(t)? + b2sin?(t) /0 a2 cos(t)? + b2 sin?(t)

D’ofl]:w/ f(x)dzfl,donc21:7r/ f(x)dx et ainsi :
0 0

Ig/oﬂf(z)dx.

-b- D’aprés la question précédente, on a :

I = g/owf(x)dz

/2 ™
= g (/ f(z)dx + f(x) dx) (d’aprés la relation de Chasles)
0 w/2

s
Effectuons dans l'intégrale f(z) dx le changement de variable x = m—t dans I. La fonction t — 7 —t¢
/2

est de classe C! sur R. Calculons dz = —d¢t, alors :
T 0 1
r)dx = —1)dt
/Tr/zf( ) /77/2 a2 cos? (m — t) + b2 sin® (ﬂ'—t)( )
/2 1
= dt (comme dans le calcul ci-dessus
/0 a2 cos(t)? + b2sin’(t) ( )
/2
= f(t)de
0

w/2 w/2
Finalement, I = g (/ f(z)dx +/ flx) dz), et donc
0 0

w/
I:ﬂ/ 2f(ac)dx.
0

T
3) Soit x € [0, 5 [ Commengons par remarquer que :

x x 1
/0 feyde = /0 a2 cos(t)? + b2 sin?(t) d

¢ 1 1
= dt
/0 a? + b2 tan?(t) . cos?(t)




T
Cela nous invite & poser le changement de variable u = tan(¢). La fonction tan est de classe C' sur [0, 5[ et

1
x tan
du
t)dt = —— |
/0 f( ) /0 ag + b2u2

= ———dt, dou :
4T os? (t) o
4) Puisque f est continue sur [0, g}, d’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, la fonction :

. 03] — R
— /Of(t)dt

0
est I'unique primitive de f sur [0, 5} s’annulant en 0. De plus, elle est de classe

Soit x € [0, g [

tan
Flz) = / du
0

a2 + b2u2
1 tan x du o o .. ;
= = P (car b > 0 et par linéarité de l'intégrale)
0 zTU
1 tan x du

oo (9w

1 1 tan(z)
= — [—Arctan (ﬁ)}
b2 | a a
b b 0
1 b
= —Arctan (— tan(ac))
ab a

™
Comme F est continue sur [0, 5}, alors :

F(f) = lim F(z)

2 =5

1
= lim —bArctan (9 tan(ac))

=% a a

b
Or lim tan(r) = 400, donc par produit par un réel strictement positif, lim — tan(z) = +oo.
3

T z—
<5 <5
. T .. . b T o
Comme lim Arctan(z) = —, alors par composition lim Arctan [ —tan(z) | = —. Nous en déduisons par
x—+00 2 % a 2
<%
T
produit par un réel strictement positif que lim F (z) = —.
=7 2ab
<5

T
Comme [ = F (5), alors nous concluons que :

2
Exercice 3
Probléme
A - Résolution dans le cas k = —%
1) On pose a : x — S et A:x+— *%1n|$| = —In/z une primitive de a sur R%.

2z
La solution générale de I’équation homogeéne y' — %y =0 est donc :

z—Ae"VP =)/ ou AeR.



Par la méthode de la variation de la constante on cherche une solution particuliére de (G) de la forme
Yp : & — Nx)y/x ol X est dérivable sur R*

Pour z € R%, y)(z) = N (2)Vz + Az ) \/_ Donc,
yp solution de (G) < Ve >0, N(@)Vz+A\z)—— — —
eV >0, N@)Wz=

SVr >0, N@) =

Onpose A:z— aln|z| = alnz donc y, : © — ay/zlnz.
RY — R

= MWzr+ayrhho /)\ER}'

L’ensemble-solution de (G) est donc {

2) Analyse. Soit f solution de (E_j).
Par opérations et composition, g est bien dérivable sur R*, et pour z > 0,

@) f’(sc)ﬁ—ﬁf(w) 1 ()+\F( )f/(l)

x 2\/_ x
_ (@) 1 1 1 1, /1
- mw @t () wE (5)
Comme [ est solution de (E_1), on a f'(z) = —3/(2) et on peut substituer 2 &  pour obtenir
f(%) =-1f(x), que l'on remplace dans (%),
, 1 /1 1
g'(x) = ( > )+ mf <5) + mf(z)

Donc ‘ g est constante sur R |. Pour tout = > 0, g(z) = g(1) = 2f(1).

3) Soit z > 0,
. 1 1./1\ 1 .
f(z) — ﬂf(z) = 7§f <5> - Zf(;p) (xx) car f est solution de (E_1).

D’aprés A-2), on peut isoler f (%),

On reporte dans 'égalité (x),

P - gt =50 (20 - L) - 51w
) - 5ot = L2 |

4) D’aprés A-3), f vérifie une équation différentielle de la forme (G) avec oo = —f(1), donc

Vz e RY, f(x) =MW — f(1)y/zlnz.

En évaluant en 1, f(1) = A, donc

Vo € RY, f(x) = f(1)yx(1 — Inz).



5) On effectue la synthése. On pose f: z +— C/z(l —Inz) ou C € R,
Par opérations f est dérivable sur R% , et pour tout z € R,

, - 1
f(@) *Cm

L (30w -1)

1 /1
= Ci\/;(l +1Inz)

(1-Inz)-C

Sl -

Donc f est solution de (E_%).

Conclusion, | ’ensemble des solutions de <E7 1

R I e R

B - Résolution lorsque k €] — 3, 1]

Soit k un réel appartenant a Uintervalle | — %, %[

On pose I'équation différentielle sur R,
2 /I+k2y—0 (Fk)

1) Soit 8 > % On pose u : « — . Alors u est deux fois dérivable sur R* , avec pour z € RY , v (x) = B(B—1)2P~2,
u solution de (Fy) < Vx e R}, B(8— Daf 4+ k2P =0
s -p+EE=0.
— V1 — 4k2

Le discriminant de cette équation est A = 1 — 4k? > 0 car k €] — %, %[, ses solutions sont — et
141 —4k?

Comme § > %, on rejette la premiére valeur.

141 — 4k?

Finalement, | z + 2# est solution de (F}) si et seulement si 3 = 5

y(z)

2) Soit y une fonction deux fois dérivable sur |0, 4+oc[. Pour z €]0, +00[, on pose z(z) = =5 ou 3 est la valeur
x

déterminée & la question précédente.
Par quotient z est deux fois dérivable sur ]0, +oo], avec pour tout z €]0, +o0],

y(z) = 2(x)z”
y'(z) = 2'(x)2? + Bz(x)xP !
y'(x) = 2" (x)2f + 282" (2)2 1 + B(B — 1)z(x)zP 2

y solution de (Fy,) & Vo € RY, 2"(z)z"%? 4 282/ (2)2"T! + B(B — 1)z(x)2” + k2x5z(ac) =0
£)a? 1287 (@) + (B(F — 1)+ K)z(e) =0 (car 2 #0)
z)x + 262 (x) =0 (car B(B 1)+k2—0etxﬂ7€0)

"

SVreRy, =z
SV eRi, =z

(
(
/I(
(

y solution de (Fy) < 2’ solution de (F}): Z %Z =0 |

3) Une primitive de  + 22 sur R% est = — 281n|z| = 281n(z) = In (227).

A
La solution générale de (FY) est donc z — —5 0w A € R|. Puis on poursuit B-3), en intégrant x — 25
T x

A

2Bl
_26+1z + u

y solution de (Fy) < 3(\,pu) €R? /Vz eRY, 2(z) =



On peut remplacer # par un autre A, et utiliser y(z) = 2%2(z),

y solution de (F}) < 3\, u) € R?* /Va € R*, y(z)= Ax Bt 4 o

4) On résout maintenant (Ey) par analyse-syntheése.

1
Analyse. Soit f solution de (Ej). Comme f'(x) = kf <—> et f dérivable sur R’} alors par composition avec
x

1
x — — dérivable sur R* , f’ est dérivable sur R* , donc f est deux fois dérivable sur R* . On dérive, pour tout
T € Ri,
k 1
1" _ / -
. : 1
Puis on substitue — a z, dans (E}), donc :
x

P = Sk = -5 pw).

Donc
a? () + k> f(x) = 0.

Donc f est solution de (F}), donc d’aprés B-3), f est de la forme f : 2 — Az~ 8%! + uz? ou (\, u) € R%
Synthése. On pose f:z — Az~ Pt 4 paf o (A, 1) € R?, qui est alors dérivable sur RY. Alors pour z € R,

f(x)—kf (%) =A=B+ Dz + pBz’~t —k (Aa?~! + pa=P)
= (A(=B+1) —kp)a™" + (uf — Ak)z"~"

Or —f+1# B car g # %, donc les fonctions x — =7 et 2 — 27~ ne sont pas proportionnelles, il découle

[\mem, F(@) - kf RV

SN

{ “B4+1)—kpu=0

Or
2
(ﬂ+1)f%:%(ﬁ(1—ﬂ)—k2):0 car 8% — B+ k? = 0.
Donc
|:V$€Rj_, f(z) — kf( ): }@u:%.

) _ R: = R
Par conséquent, | 'ensemble-solution de (Ej) est r A (x—B-H n %xﬁ) / AeERS|

Exercice 4

Pour tout n € N, on considére la fonction f,, : t = (t — t?)" et on pose

7.‘_Qn-‘,—l
I, =

/ fn(t) sin(mt) dt.
0

! 01" -1 1
Iy = 7T/ sin(rt)dt = 7 [—LS(W )} s (—— + —) =9
0 T 1 T o



Par ailleurs, en effectuant des intégrations par parties (on dérive le polynéme et on primitive les fonctions
trigonomeétriques), on obtient

1
I :7r3/ (t — t*) sin(nt)dt
0

=73 {t(l —1) (—@)I —° /01(1 — 2t) (—Cosﬁﬂ) dt

=7 /1(1 — 2t) cos(rt)dt
0

2 sin(mt) 1—71-2 ! .y sin(t)
= |(1 - 20— ]0 /0( 2) dt

™

Conclusion : ‘IO =2etl; =4 ‘

-b- Soit n € N — {0;1}. La fonction f,, est indéfiniment dérivable comme toute fonction polynomiale. Pour
tout t € R, on a

fht) =n(l—2t)(t— )"

“ (1 —2t)(n —1)(1 —2t)(t — t*)" 2

n—1)(1 —2t)%(t — t*)" 2

e
23
=
~—
I
3

\
[\
~—
=
=
\_/

( ) +n(
= —2nfu 1 (t) + nn—1)(1 - 4(t — 2))(t — 3"
=—2nfp_1(t) +n(n—1)(t—t*)"2 =4t —t)")
= =2nfn1(t) + n(n — 1) fuz(t) — 4n(n — 1) fu_1(t)

Ce qui donne bien

(Vi e R, 71() = —2n(2n — 1)fu s(t) + nln — 1) fus(t)]

En effectuant des intégrations par parties (la encore, on dérive le polyndme et on primitive les fonctions
trigonomeétriques), on obtient

7r2n+1 1
I, = / fn(t) sin(mt)dt
0

n!

() )
- /f ) cos(t)d

, sin(m " sm
:%Th”) ] o[ e

:__/ —2n(2n — 1) f_1(t) +n(n — 1) fr_a(t))

2(2n — 1)n2n-1 a2n—1
= (n /fnl ) sin(7t)d /an ) sin(7rt)dt

n—l

sin(mﬁ) dgt

= 2(2TL — 1)]»,1,1 — T In,Q

d’o1,

I, =22n— 1), — %I, o

2) A tout n € N, on associe I'assertion P(n) : I, # 0 ou I, 11 # 0.
— Initialisation : Iy = 2 donc P(0) est vraie.



— Heéreédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. Démontrons P(n + 1). Par hypothese I,, # 0 ou I,41 # 0.
Dans le cas I,+1 # 0, on a directement P(n + 1). Dans le cas contraire I, # 0 et la question précédente
donne :

721, =220 4 3) L1 — Lo,

donc nécessairement I, 11 # 0 ou I, 42 # 0. Dans tous les cas, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : par principe de récurrence,

3) -a-

-C-

pour tout n € N, I, #0 ou I,41 # 0 ‘

Considérons, pour n € N, la propriété P(n) : "I, € Z. On raisonne par récurrence double :
— Initialisation : %Iy = Iy =2 € Z et b'I; = 4b € Z. Ainsi P(0) et P(1) sont vraies.
— Heérédité : Soit n € N —{0;1} tel que P(n — 2) et P(n — 1) sont vraies et démontrons P(n). D’aprés
ce qui précéde, on a
b1, = 2b(2n — 1)O" M,y — (7b)20" 2, o

et donc V"1, € Z, soit P(n) est vraie.

— Conclusion : D’aprés le principe du raisonnement par récurrence,

La fonction polynomiale f : ¢ — t — > est croissante de [0, 1] dans [0, 1] puis décroissante de [%,1] dans
[0, 1]. Par composition avec la puissance n-iéme,
1
Comme sin([0, 71]) = [0, 1], on obtient par produit :
) sin(mt) 1
Vit e [0,1], 0< fo(t)sin(nt) < an < e

D’ou, par croissance de 'intégrale sur le segment [0, 1], on a

/ 0dt < / fult) sin(rt)d / L

En multipliant cet encadrement par la quantité positive % on obtient

7T2n+1
0< I, <

4npl ”

Soit n € N. D’aprés -a- et -b-, b"I,, et b"T1I,, | sont des entiers positifs et I'un au moins n’est pas nul
d’aprés la question 2. Ainsi :
VneN, "I, +b" T, > 1.

Par passage a la limite on obtient 0 + 0 > 1, ce qui est absurde.

On en déduit qu'’il existe pas d’entiers a,b > 0 tels que m = 7. Autrement dit : | 7 est irrationnel.




