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Groupes
Exercice 1. (©) Pour un groupe d’ordre 2, c’est-a-dire & deux éléments, G = {e,a} (e est le neutre) il n’existe qu’une
x| e|a
seule table possible : | e | e | a
alale

1) Montrer qu'’il n’existe qu’une seule table possible pour un groupe d’ordre 3.

2) En est-il de méme pour un groupe d’ordre 47

Exercice 2. (V) On définit sur G = R\ {1} la loi % définie par zxy = = + y — zy.
1) Montrer que (G, *) est un groupe commutatif.

2) Soit n € Net z € G. Calculer ™" =g % --- % x.
—

n facteurs

3) Avec un morphisme. On définit I'application ¢ par ¢(z) =1 — x.

-a- Démontrer que ¢ est un isomorphisme de groupes de (G, *) vers (R*,-).

-b- Utiliser la question précédente pour calculer *™ =, pour z € G et n € N.

Exercice 3. (©) Soient (G, *) et (G',®) deux groupes. On définit sur G x G’ la loi de composition interne T par

(2, 2)T(y,9) = (xxy, 2’ @y').

Montrer que (G x G', T) est un groupe (appelé groupe produit).
| Exercice 4. (x)mais classique ! Montrer que les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ ou n € Z.
| Exercice 5. (©) Montrer que H = {pv2 + ¢/3 / (p,q) € Z?} est un sous-groupe de (R, +).
Exercice 6. (xx) Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit au singleton {0}.

1) Montrer que H N'R* admet une borne inférieure, que ’on note c.

2) Si a est le minimum de H NRY montrer que H est le sous-groupe aZ.

3) Si HNRY n’admet pas de minimum, montrer par I'absurde que a est nul puis que H est dense dans R.

Exercice 7. (©) Soit (G, *) un groupe. On définit le centre de G par
Z(G)={zeG/VyeGrxy=yx*z}
Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

Exercice 8. (x) Soit (G, ) un groupe tel que pour tout z € G, x * x = e ol e est ’élément neutre de G. Montrer que
ce groupe est commutatif.

Exercice 9. () Soit (G, ) un groupe et H C G un ensemble fini stable par *. Montrer que (H, *) est un sous-groupe
de G.

Exercice 10 Soit (G, *) un groupe. On note Aut(G) ensemble des automorphismes de G.

1) Montrer que (Aut(G),o) est un groupe.
2) Pour a € G, on note f, : G — G I'application définie par f,(r) = axx*a~ .

Montrer que pour tout a € G, f, € Aut(QG).

3) Montrer que 'application ¥ : G — Aut(G), définie par ¥(a) = f, est un morphisme de groupe. Déterminer son
noyau.




Groupes et arithmétique
Exercice 11. (%) Soient deux entiers non nuls a et b.
1) Montrer que : 6 = a A b < §Z = aZ + bZ.

2) Montrer que : u=aVb< puZ =aZNbZ.

Exercice 12. (xx)Théoréme de Wilson Soit un entier naturel p > 3.
1) On suppose que (p — 1)! = —1 [p]. Montrer que p est premier.

2) On suppose p premier. On pose G = [1,p—1] et pour tout (x,y) € G2, z*y est le reste de la division euclidienne
de xy par p.

-a- Montrer que (G, *) est un groupe.
-b- Résoudre I’équation x x x = e dans G.

-c- Démontrer que (p — 1) = —1 [p)].

3) Enoncer le théoréme démontré (théoréme de Wilson).

Anneaux et corps

Exercice 13. (x) Soit (A4, +, ) un anneau. Un élément = € A est dit nilpotent lorsqu’il existe n € N* tel que 2™ = 04.
1) On suppose A commutatif. Soient a et b deux éléments nilpotents de A. Montrer que a + b est nilpotent.
2) On suppose A commutatif. Soient a et b deux éléments de A avec a nilpotent. Montrer que ab est nilpotent.

3) Soient a et b deux éléments de A. Montrer que si ab est nilpotent alors ba est nilpotent.

)
)
)
4) Montrer que si a est nilpotent alors 1 — a est inversible (pour le produit de A) et calculer (1 —a)~!.

Exercice 14 Soit (A,+,x) un anneau non nul, on note 1 le neutre de Xx. On pose lapplication
w: Z — A
n = nxl=14---41"

1) Montrer que ¢ est le seul morphisme d’anneaux de Z dans A.

2) Dans le cas ou ¢ n'est pas injectif, montrer qu’il existe un unique ¢ € N*, tel que Ker ¢ = ¢Z.
On se place désormais dans ce cas de figure, ¢ est appelé la caractéristique de 'anneau A.

3) Montrer que si A est intégre alors ¢ est un nombre premier.

4) Montrer que si A est commutatif alors 2 — x¢ est un endomorphisme de 'anneau A.

Exercice 15. (O) Montrer que I’ensemble {a + bv/3 / (a,b) € Q?} est un corps.

Exercice 16. (x) On note Z[i]| = {a+ib/ (a,b) € Z*} et Z(i) = {a +ib/ (a,b) € Q?}.
1) Montrer que (Z[i],+, X) est un anneau intégre qui n’est pas un corps.

2) Montrer que (Z(i),+, X) est un corps.

A
3) Montrer que toute fraction 5 avec (A, B) € (Z]i])? appartient & Z(i). Et réciproquement que tout élément de

Z(i) s’écrit % avec (A, B) € (Z[i])?.




