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TD Fiche 12-Qq corrigés

Exercice 2. (♥) Résoudre dans Z les équations suivantes

1) x− 3|x+ 7 2) x+ 2|x2 + 2

Correction - Dans les deux questions, on raisonne par analyse-synthèse (on laisse les détails de rédaction au lecteur).

1) Soit x est solution du problème alors, x−3|x+7 et x−3|x−3 donc x−3|(x+7)−(x−3) = 10. Donc x−3 ∈ {−10,−5,−2,−1, 1, 2, 5, 10}.
[.....]

L’ensemble-solution est {−7,−2, 1, 2, 4, 5, 8, 13} .

2) Soit x est solution du problème alors, x + 2|x2 + 2. De plus, x + 2|x + 2, alors x + 2|x2 + 2 − x(x + 2) + 2(x + 2) = 6. Donc
x+ 2 ∈ {−6,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 6}. [...]

L’ensemble-solution est {−8,−5,−4,−3,−1, 0, 1, 4} .

Exercice 4. (♥) Résoudre dans Z
2 les équations suivantes

1) x2 − 2y2 = 3 en raisonnant modulo 8 2) 15x2 − 7y2 = 9 en raisonnant modulo 3

Correction -

1) Pas de solution (fait en TD).

2) Analyse : soit (x, y) ∈ Z
2, tel que 15x2 − 7y2 = 9 (E).

Alors 7y2 ≡ 0 [3] alors 3|7y2. Or 3 ∧ 7 = 1 donc d’après le théorème de Gauss, 3|y2. Comme 3 est premier 3|y.
Posons y = 3a où a ∈ Z, que l’on remplace dans (E) pour obtenir : 15x2 − 7× 9a2 = 9 càd 5x2 − 21a2 = 3.
Donc 5x2 ≡ 0 [3] alors 3|5x2. Or 3 ∧ 5 = 1 donc d’après le théorème de Gauss, 3|x2. Comme 3 est premier 3|x.
Posons x = 3b où b ∈ Z, que l’on remplace dans (E) pour obtenir : 15a2 − 7b2 = 1.
On reconnait une équation dipohantienne classique, que l’on résout [...], pour obtenir

a2 = 1 + 7k b2 = 2 + 15k où k ∈ Z.

Donc b2 ≡ 2 [3]. Ce qui est absurde, ce que l’on prouve en distinguant les cas b ≡ 0 ou 1 ou 2 modulo 3.
Finalement (E) n’admet pas de solution.

Autrement, de façon plus exhaustive.

On raisonne modulo 3 avec un tableau de congruences.
x ≡ ...[3] 0 1 2
x2 ≡ ...[3] 0 1 1

y ≡ ...[3] 0 1 2
y2 ≡ ...[3] 0 1 1

Donc 15x2 − 7y2 ≡ 0 [3] si et seulement si x ≡ 0 [3] et y ≡ 0 [3].
On pose donc x = 3a et y = 3b où a, b ∈ Z.
(E) se réécrit : 15a2 − 7b2 = 1.
On raisonne modulo 3 en distinguant les cas selon a et b. Modulo 3, 15a2 − 7b2 est congru à 0 ou 2 modulo 3, jamais 1.

Donc (E) n’a pas de solution .

Exercice 9. (∗) Soient x, y, z ∈ Z.

1) Montrer que x2 + y2 est divisible par 7 si et seulement si x et y le sont.

2) Montrer que si x3 + y3 + y3 est divisible par 7 alors l’un des entiers x, y ou z l’est aussi.

Correction - Soient x, y, z ∈ Z.

1) On dresse un tableau de congruences,
x ≡ ...[3] 0 1 2 3 4 5 6
x2 ≡ ...[3] 0 1 4 2 2 4 1

Les restes possibles de x2 et y2 sont 0, 1, 2, 4.
Donc les restes possibles de x2 + y2 sont 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, il ne vaut 0 que si x ≡ 0 [7] et y ≡ 0 [7].

2) On dresse un tableau de congruences,
x ≡ ...[3] 0 1 2 3 4 5 6
x3 ≡ ...[3] 0 1 1 6 1 6 6

Si x et y et z ne sont pas divisibles par 7 alors x3,y3 et y3 sont congrus à 1 ou 6 modulo 7.
Alors x3 + y3 + z3 est congru à 3 ou 8 ou 6 ou 4 modulo 7 donc jamais 0.
Par contraposée, si x3 + y3 + z3 est divisible par 7 alors l’un des entiers x, y, z est divisible par 7.

Exercice 10. (∗) Montrer que dans la suite (un) de terme général un = 2n − 3, il y a:

1) une infinité de termes divisibles par 5
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2) une infinité de termes divisibles par 13

3) aucun terme divisible par 65.

Correction -

1) Remarquons que pour k ∈ N, 24k+3 = 16k × 8 ≡ 1k × 3 [5] ≡ 3 [5]. Donc : 24k+3 − 3 est divisible par 5, ce pour tout k ∈ N.

Il y a donc une infinité de un divisibles par 5 .

2) Remarquons que pour k ∈ N, 212k+4 = 4096k × 16 ≡ 1k × 3 [13] ≡ 3 [5]. Donc : 212k+4 − 3 est divisible par 13, ce pour tout k ∈ N.

Il y a donc une infinité de un divisibles par 13 .

3) Par l’absurde supposons qu’il existe n ∈ N tel que 65|un. Alors en particulier 5|un.
On montre qu’alors n est forcément de la forme n = 4k + 3. Posons n = 4k + r où r ∈ {0, 1, 2, 3}, alors

2n = 24k+r = 16k × 2r ≡ 1k × 2r [5] ≡ 2r [5].

Or 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, le seul congru à 3 modulo 5 est le dernier.
Puis, on écrit k = 3q + r où r ∈ {0, 1, 2}, alors :

24k+3 = 24(3q+r)+3 = 4096q × 24r+3 ≡ 1q × 24r+3 [13] ≡ 24r+3 [13].

Or 24r+3 vaut 8, 128 ou 2048 tous différents de 3 modulo 13. Donc, 24k+3 − 3 n’est pas divisible par 13, donc ne peut être divisible
par 65.

Il n’y a donc aucun un divisible par 65

Exercice 11. (∗) Montrer que le produit de k entiers consécutifs est divisible par k!.

Correction - On considère k entiers consécutifs, à partir de n+ 1, leur produit est :

P = (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k) =
(n+ k)!

n!
= k!

(n+ k

n

)

.

Donc k!|P .

Exercice 15. (∗) Résoudre dans N
2 l’équation 11(x ∧ y) + (x ∨ y) = 203 (E).

Correction - Analyse. Soit (x, y) ∈ N2 solution. Comme x ∧ y|x ∨ y alors x ∧ y|203 = 7× 29. Donc x ∧ y ∈ 1, 7, 29, 203.

• Si x ∧ y = 1. Alors (E) ⇔ 11 + xy = 203 ⇔ xy = 192 = 26 × 3. Donc (x, y) ∈ {(1, 192), (192, 1), (64, 3), (3, 64)}.

• Si x∧y = 7. On pose







x = 7x′

y = 7y′

x′ ∧ y′ = 1

. Alors (E) ⇔ 77+
xy

7
= 203 ⇔ x′y′ = 18 = 2×32. Donc (x′, y′) ∈ {(1, 18), (18, 1), (9, 2), (2, 9)}

donc (x, y) ∈ {(7, 126), (126, 7), (63, 14), (14, 63)}.
• Si x ∧ y = 29. Alors 11(x ∧ y) = 319 > 203, donc pas de solution dans N2.

• Si x ∧ y = 203. Alors 11(x ∧ y) > 203, donc pas de solution dans N2.

Synthèse. [...]

Conclusion. S(E) = {(1, 192), (192, 1), (64, 3), (3, 64), (7, 126), (126, 7), (63, 14), (14, 63)} .

Exercice 18. (♥) Résoudre dans Z
2 les équations suivantes

1) 41x+ 23y = 5 (E1) 2) 39x+ 15y = 7 (E2)

Correction - Méthode classique. S(E1) = {(45 − 23k,−80 + 41k) / k ∈ Z} et S(E2) = ∅.

Exercice 19. (∗)

1) Résoudre dans Z
2 le système

{
x ≡ 7 [8]

x ≡ 1 [13]
.

2) Cas général. Soient deux entiers n1 et n2 premiers entre eux. Pour tout (a1, a2) ∈ Z
2, montrer qu’il existe un

entier p ∈ Z tel que pour tout x ∈ Z,

{
x ≡ a1 [n1]

x ≡ a2 [n2]
⇔ x ≡ p [n1n2].

Correction -
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1) Cette question est un cas particulier de la question 2).

2) Soient deux entiers n1 et n2 premiers entre eux et (a1, a2) ∈ Z2.

Analyse. Soit x solution de

{

x ≡ a1 [n1]

x ≡ a2 [n2]
. Alors

{

n2x ≡ n2a1 [n1n2]

n1x ≡ n1a2 [n1n2]
. Comme n1 et n2 sont premiers entre eux, d’après le

théorème de Bezout, posons u1, u2 dans Z tels que : n1u1 + n2u2 = 1. On effectue alors la combinaison linéaire, u2L1 + u1L2,

u2n2x+ u1n1x ≡ u2n2a1 + u1n1a2 [n1n2] donc x ≡ u2n2a1 + u1n1a2 [n1n2].

Avec p = u2n2a1 + u1n1a2, on a bien x ≡ p [n1n2].

Synthèse. Supposons x ≡ p [n1n2] avec p = u2n2a1 + u1n1a2 alors on a bien

{

x ≡ u2n2a1 [n1]

x ≡ u1n1a2 [n2]
. Or u1n1 + u2n2 = 1 donc

u1n1 ≡ 1 [n2] et u2n2 ≡ 1 [n1] et donc

{

x ≡ a1 [n1]

x ≡ a2 [n2]
.

Conclusion. Il existe un entier p ∈ Z tel que pour tout x ∈ Z,

{

x ≡ a1 [n1]

x ≡ a2 [n2]
⇔ x ≡ p [n1n2]. .

Exercice 20. (∗)

1) Montrer qu’il existe un unique couple (an, bn) ∈ N
2 tel que (1 +

√
2)n = an + bn

√
2.

2) Montrer que an et bn sont premiers entre eux.

Correction -

1)

(1 +
√
2)n =

n∑

k=0

(n

k

)√
2
k

=
∑

062j6n

(n

2j

)√
2
2j

+
∑

062j+16n

( n

2j + 1

)√
2
2j+1

=
∑

062j6n

(n

2j

)

2j +
√
2

∑

062j+16n

( n

2j + 1

)

2j .

Les deux sommes sont des entiers, comme somme et produit d’entiers, on les note an et bn respectivement.

Donc (1 +
√
2)n = an +

√
2bn .

2) Par un calcul similaire (1 −
√
2)n = an −

√
2bn (les mêmes an et bn).

On multiplie
(1 +

√
2)n(1−

√
2)n = (an +

√
2bn)(an −

√
2bn) c’est-à-dire (−1)n = a2n − 2b2n.

Comme (−1)n vaut 1 ou −1 alors d’après le théorème de Bezout an ∧ bn = 1 (un couple de Bezout est (an,−2bn) ou les opposés).

Exercice 21. (∗) L’équation (E) x3 + x2 + 2x+ 1 = 0 admet-elle des solutions rationnelles?

Correction - Soit x =
p

q
une solution de (E) avec (p, q) ∈ Z×N∗ et p ∧ q = 1. Alors

p3

q3
+

p2

q2
+ 2

p

q
+ 1 = 0 c’est-à-dire p3 + p2q + 2pq2 + q3 = 0 c’est-à-dire p3 + p2q + 2pq2 = −q3.

Donc p|q3 or p ∧ q = 1 donc p ∧ q3 = 1 ce qui contredit p|q3 à moins que p ne soit égal à 1 ou −1.
Si p = 1, alors 1 + q + 2q2 + q3 = 0 donc q + q3 = −1− 2q3. Donc q + q3 est impair, ce qui est absurde (distinguer q pair, q impair).
Si p = −1, alors −1 + q − 2q2 + q3 = 0 donc q + q3 = 1 + 2q3. Donc q + q3 est impair, ce qui est absurde (distinguer q pair, q impair).

Il n’y a donc pas de solutions rationnelles à (E) .

Exercice 22. (∗∗)- Triplets pythagoriciens

1) Soient x, y, z ∈ N
∗ tels que x ∧ y = 1 et x2 + y2 = z2.

-a- Montrer que y ∧ z = 1.

-b- Montrer que x ou y est pair. Quitte à les échanger, on suppose désormais y pair.

-c- Montrer que (y + z) ∧ (z − y) = 1. Puis qu’il existe a, b ∈ N
∗, impairs et premiers entre eux tels que

y + z = a2 et z − y = b2.
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-d- En déduire la forme du triplet (x, y, z).

2) Résoudre finalement l’équation x2 + y2 = z2 d’inconnues x, y, z ∈ N
∗.

Correction -

1) Soient x, y, z ∈ N∗ tels que x ∧ y = 1 et x2 + y2 = z2.

-a- Soit d un diviseur commum de y et z.
Comme x2 = z2 − y2 alors par somme et produit d|x2. Et donc d est un diviseur commun de x2 et y.
Or x ∧ y = 1 donc x2 ∧ y = 1. Finalement, d = ±1.

Donc y ∧ z = 1 .

-b- Si x et y impairs, alors x2 + y2 est pair, donc z2 est pair donc z est pair et donc 4|z2.
Or x = 2a+ 1 et y = 2b+ 1 donc x2 + y2 = 4(a2 + a+ b2 + b) + 2 et donc x2 + y2 n’est pas divisible par 4. D’où l’absurdité.
Donc x ou y est pair.
Quitte à les échanger, on suppose désormais y pair, c’est donc que x est impair car x ∧ y = 1.

-c- Soit d un diviseur commun de y + z et y − z. Alors par somme et différence d|2y et d|2z.
Comme y est pair et z impair alors y + z et y − z est impair et donc d est impair donc d ∧ 2 = 1.
D’après le théorème de Gauss, on en déduit d|y et d|z. Or y ∧ z = 1 d’après 1)-a- donc d = ±1.

On a donc comme voulu (y + z) ∧ (z − y) = 1 .

Par hypothèse, x2 = (z − y)(z + y) donc pour tout p ∈ P, 2νp(x) = νp(z − y) + νp(y + z).
Comme z − y ∧ y + z = 1 alors l’un des entiers νp(z − y) et νp(y + z) est nul et l’autre est donc pair.
Donc il existe a, b ∈ N∗, impairs (car y + z et z − y sont impairs) et premiers entre eux tels que y + z = a2 et z − y = b2.

-d- Donc y =
a2 − b2

2
et z =

a2 + b2

2
et x = ab.

Réciproquement, de tels triplets conviennent [...]

2) On se ramène à 1), en posant x = δx′ ety = δy′ où δ = x ∧ y et x′ ∧ y′ = 1.

Les triplets solutions sont donc

(

δab, δ
a2 − b2

2
, δ

a2 + b2

2

)

où a, b ∈ N∗ sont des entiers impairs et premiers entre eux et δ ∈ N.

Exercice 23. (∗) Soient a1, . . . , an n entiers premiers entre eux deux à deux.
Pour i ∈ J1, nK, on pose

ãi =

n∏

i6=j
zz
i=1

aj .

Montrer que les entiers ã1, . . . , ãn sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Exercice 24. (♥) Montrer que pour tout n ∈ N \ {0, 1}, 1

4
(n3 + (n+ 2)3) n’est pas premier.

Correction - Soit n ∈ N, n > 2,

N =
1

4
(n3 + (n+ 2)3) =

1

4
(n+ (n+ 2))(n2 − n(n+ 2) + (n+ 2)2) =

1

2
(n+ 1)(n2 + 2n+ 4).

Si n = 2p où p > 1, alors N = (n+ 1)(2p2 + 2p+ 2) donc N n’est pas pas premier (n+ 1 > 2 et 2p2 + 2p+ 2 > 2).
Si n = 2p + 1 où p > 0, alors N = (p+ 1)(n2 + 2n+ 4) donc N n’est pas pas premier (p + 1 > 2 et n2 + 2n+ 4 > 2).

Donc dans tous les cas, N n’est pas premier .

Exercice 226. (∗) Déterminer les nombres premiers p tels que p2 + 2 soit lui-même premier.

Correction - On fait une disjonction selon le reste modulo 3.
Si p = 3k, p n’est premier que si k = 1, dans ce cas p2 + 2 = 11 est premier.
Si p = 3k + 1, p2 + 2 = (9k2 + 6k + 1) + 2 = 3(3k2 + 2k + 1) donc p2 + 2 n’est premier que si k = 0 (dans ce cas p2 + 2 = 3), dans ce cas
p = 1 n’est pas premier.
Si p = 3k + 2, p2 + 2 = (9k2 + 12k + 4) + 2 = 3(3k2 + 4k + 2) donc p2 + 2 n’est pas premier.

Donc p = 3 est le seul nombre premier tel que p2 + 2 soit premier.

Exercice 29. (∗∗) Soit n ∈ N. On note pn le n-ième nombre premier.

1) Montrer que pn+1 6 p1p2 · · · pn + 1.

2) En déduire que pn 6 22
n

.
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3) Soit x ∈ R+. On note π(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à x. Démontrer que pour x

assez grand :
ln(ln(x)) − 1 6 π(x) 6 x.

Correction -

1) Soit n ∈ N. L’entier p1p2 · · · pn + 1 est > 2 donc admet un diviseur premier qui n’est pas parmi p1, ldots, pn. En effet, supposons
pk|p1p2 · · · pn + 1 où 1 6 k 6 n . Or pk|p1p2 · · · pn donc pk|(p1p2 · · · pn + 1) − p1p2 · · · pn = 1 absurde. Donc il existe un diviseur

premier inférieur à p1p2 · · · pn + 1 et supérieur à pn. Par conséquent pn+1 6 p1p2 · · · pn + 1 .

2) Posons pour n ∈ N, Pn : “pn 6 22
n
”.

• Initialisation. p0 = 2 et 22
0
= 2 donc p0 6 22

0
.

• Hérédité. Soit n ∈ N, supposons Pk vraie pour tout k ∈ J0, nK, alors d’après 1) et l’HR :

pn+1 6 22
0
22

1 · · · 22n + 1 = 22
0+···+2n + 1 = 2

2n+1−1
2−1 + 1 = 22

n+1
−1 + 1 6 22

n+1
.

Donc P(n+ 1) vraie.

• Conclusion. Pour tout n ∈ N, pn 6 22
n

.

3) Soit x ∈ R+. On note π(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à x.
On a clairement, π(x) 6 x.

Puis pπ(x) 6 x 6 pπ(x)+1. D’après 2), pπ(x)+1 6 22
π(x)+1

donc x 6 22
π(x)+1

. En appliquant deux fois ln qui est croissant,

ln(ln(x)) 6 ln
(

2π(x)+1 ln 2
)

= (π(x) + 1) ln 2
︸︷︷︸

61

+ln(ln 2)
︸ ︷︷ ︸

<0

6 π(x) + 1.

Donc π(x) > ln(lnx)− 1.

Finalement, ln(ln(x))− 1 6 π(x) 6 x.
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