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Dérivabilité en un point, sur un intervalle

1

ft)=t%et sit#0
f(0)=0 '

Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére C' de la fonction f.

Exercice 1. (©) Soit f la fonction définie par {

e 1 s |z] <1

Exercice 2. (O) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction définie par f(x) = {0 e > 1
st |x| >

[0,400] — R
x —  cos(y/x)

Exercice 3. (V) Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction

1) en revenant & la définition

2) en utilisant le théoréme de la limite de la dérivée.

Exercice 4. (O) Soient f, g les fonctions définies sur R par:  f(z) =zlnz g(z) =2?Inz.
1) Etudier la continuité, la dérivabilité, la classe de f et g.

2) Montrer que ces deux fonctions admettent un prolongement par continuité en 0. On notera encore f, g ces
prolongements.

3) Ces prolongements sont-ils dérivables en 07 Ces prolongements sont-ils de classe C! sur R.

Exercice 5. (%) Soient a € R, I un intervalle ouvert de R tel que a € I et f : I — R une fonction dérivable en a.
fla+h?) — fla+h)

Déterminer lim .
h—0 h

Dérivées successives

Exercice 6. (O) A prés avoir justifié leur existence, calculer les dérivées successives des fonctions définies par

1) f(z) = (222 + 42 — 5)e3 2) f(x) =1In(1 —2?) 3) f(z) =e *cosz |[cosz = Re(...)]

Exercice 7. () Soit n € N. On pose pour tout € R, f,(z) = 2?" et g, = (),

1) Calculer g, (z) de deux maniéres:

-a- en dérivant n fois 22"

-b- en appliquant la formule de Leibniz a ™ x z™.

n 2
n

2) En comparant les deux résultats, obtenir une expression de E ( k) .
k=0

1
. U B 0
Exercice 8. (xx) On pose f(z) = {f(:r) e s? x # .
0 sinon
1) Montrer que f est de classe C* sur RY.

P (z)

$2n

_1
x

2) Montrer qu'il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vo € R, f () (z) = e

3) Montrer que f est de classe C™ sur R;.




Théoréme de Rolle, accroissements finis

Exercice 9. (©) Soitf une fonction réelle dérivable sur [0, 1] telle que f(0) =0 et f(1)f/'(1) <O0.
Montrer qu'’il existe ¢ €]0, 1] tel que f/(c) = 0.

Exercice 10. (x) Soitf une fonction réelle dérivable sur [0, 1] telle que f/(0) < 0 et f'(1) > 0.
Le but de I'exercice est de prouver qu'’il existe ¢ €]0,1[ tel que f’(c) = 0.

1) Comment prouver rapidement le résultat lorsque f est de classe C! sur [0, 1] ?

2) Montrer le résultat lorsque f est seulement dérivable sur [0, 1].

Exercice 11. (©)- Rolle en cascade Soient I un intervalle de R et une fonction f : I — R de classe C* sur I (ot k € N,
k > 2). On suppose que f s’annule exactement k fois sur U'intervalle 1.
Montrer que f*~1 s’annule au moins 1 fois sur I.

)

Exercice 12. (x) On pose pour tout n € N* et z € R, P,(x) = (z* — 1)". Montrer que P{™ sannule exactement n

fois sur [—1,1].

Exercice 13. (x)- Rolle généralisé
Soit f : [a, +00[— 400 une fonction continue sur [a, +oo[, dérivable sur Ja, +oo[ telle que f(a) = Em f

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, +o00] tel que f/(c) = 0.

Exercice 14. (x)- Rolle généralisé
Soit [ € R. Soit f : R — R une application dérivable sur R telle que

lim f(z)= lim f(z)=1

T—r—00 Tr—r+00

Montrer qu'’il existe ¢ € R tel que f’(¢) = 0.

Exercice 15. () Soit f une fonction de classe C? de [a, b] dans R telle que f(a) = f(b) = 0 et soit ¢ €]a, b[.
Montrer qu'il existe v €]a, b tel que
(c—a)(c—0)

fle) = ff”(w-

(x —a)(x —b)

c—a) =D f)-

[On pourra introduire h : z — f(z) —

Exercice 16. (©) Soient f et g deux fonctions de classe C? sur lintervalle [a, b] telles que:
fla)=gla)  f(b)=g(b) Veelab], ['(z)<g"(x)

Montrer que: Vz € [a,b], g(z) < f(x).

Exercice 17. (%) Soit f une fonction dérivable sur R.
Montrer que pour tout z > 0, il existe ¢ > 0 tel que f(z) — f(—z) = z(f'(c) + f'(—¢)).

Exercice 18. (x*) Soient a € R, h > 0 et f une fonction de classe C? sur [a,a + 2h].
Montrer que : de E]a, a+2h[/f(a+2h)—2f(a+h)+f(a) = thH(C). [On pourra introduire la fonction ¢ : x — f(z+h)—f(z)/.

Exercice 19. (x)
Soit (a,b) € R? tel que a < b et f, g deux fonctions de [a, b] dans R, continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ telles

que pour tout x €la, b[, ¢'(z) # 0.
£~ fla) _ o)

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b[ tel que =
g




Exercice 20. (x*) Soit f une fonction de classe C! sur [0,1] telle que f(0) =0 et f' > 0 sur [0, 1].
Montrer qu'’il existe un réel m > 0 tel que : Vo € [0,1], f(x) = ma.

Exercice 21. () Montrer que:  Va € RY, 1_5—2 < Arctanz < z.
x

Exercice 22. (0) Montrer que:  V(z,y) € [-Z, %]2, [tanz — tany| < 2|z — y|.
| Exercice 23. (O) Montrer que:  Va € R, |sh(z)| > |z|.

| Exercice 24. (©) Estimer l'erreur commise dans I’ approximation suivante /10001 =~ 100.

Exercice 25. (V)

3
On définit la suite (uy, ), par ug =1 et uy11 = f(un) pour tout n € N, ou f(x) = 7 GO %

1) Montrer que f admet un unique point fixe . Vérifier que a €]0, Z.

3
e
-b- En déduire que pour tout n € N, [uy41 — af < 3|u, — al.

2) -a- Montrer que pour tout z € RT, | f/(z)| <

-c- En déduire que pour tout n € N, |u,, —a| < ()" Jug — af puis que la suite (u,), converge vers a.

3) Pour quelle valeur de n peut-on affirmer que le terme wu,, est une valeur approchée de o & 103 prés.

Parce qu’il reste de la place...
Exercice 26. () Déterminer les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que:

Ve e R, f(2z) =2f(x). [Poser g(z) = icaly g(0) =77/

x




