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Exercice 12. (xx) Soient p et ¢ deux entiers supérieurs a 2, premiers entre eux. Montrer que (X? — 1)(X?—1)|(X —
1)(XP?—1).

2ikn
Correction - Les racines de X7 — 1 sont les racines g-éme de 'unité : a, =e ¢ ou k € [0,¢ — 1].

2ikmw

Les racines de XP — 1 sont les racines p-éme de l'unité : By =e » ouk € [0,p —1].

p—1 q—1
XP—1=J[(X -e) X1—1=]](X =8
k=0 k=0

X — 1 est un diviseur commun de X? —1 et X9 — 1. Et il n’y en a pas d’autres, en effet, supposons par ’absurde qu’il existe k € [1,q — 1]

2ikn 2ihn 2km 2hm
et h € [1,p — 1], tel que ap, = Bj, C'est-a-diree ¢ =e P Clest-a-dire — = —
q

(car ces deux arguments sont éléments de [0, 27]),

k h
donc — = — c’est-a-dire kp = hq. Alors p|hq or p A ¢ = 1 donc plh, ce qui est absurde car 0 < h < p — 1.
q
Notons que l’on a aussi X — 1|XP? — 1. Posons donc Q, R, S trois polynémes tels que :
XP-1=(X-1)P X1-1=(X-1)Q PAQ=1 XP4—1=(X-1R.

Notons ensuite que XP —1|XP9—1 (il suffit d’écrire XP?—1 = (XP)? —1 et d’appliquer la formule de factorisation), de méme X7 —1|XP7—1.
Donc (X —1)P|(X —1)R et (X —1)Q|(X —1)R, donc P|R et Q|R. Puis comme PAQ = 1, alors PQ|R. On en déduit, (X —1)2PQ|(X —1)2R,
or

(X —1)2PQ = (X —1)P(X —1)Q = (XP —1)(X7-1) (X —1)?R=(X —1)(X —1)R = (X —1)(XP? —-1).

Donc ‘ (XP —1)(X7 — 1)|(X — 1)(XP7 — 1). ‘

Exercice 14. (V) Soit n € N*. Soit P = nX"*2 — (n + 2)X" " + (n + 2)X — n. Montrer que P est divisible par
(X —1)3. Est-il divisible par (X — 1)%?

Correction - Pour n > 2, P(1) = n1"+2 — (n 4 2)1"+! 4 (n 4+ 2)1 —n = 0.

P =nn+2)X"! — (n+2)(n+ 1)X" + (n + 2) donc F/'(1) =nn+2)1"F — (n+2)(n+ 1" + (n +2) = 0.

P’ =+ Dn(n +2)X" —n(n+2)(n+ 1)X"~1 donc P"(1) = (n + Dn(n + 2)1" — n(n + 2)(n + 1)1n~1 = 0.

P = nn+ Dnn 4+ 2)X"1 — (n — Dn(n + 2)(n + 1)X"~2 donc P (1) = n(n + Dn(n + 2)17~! — (n — Dn(n + 2)(n + 1)1"~2 =
n(n+2)(n+1)(n—(n—1)) =n(n+2)(n+1) # 0 Donc d’aprés la caractérisation de la multiplicité a I’aide des dérivées, 1 est de multiplicité
3, donc ‘ (X —1)3|P et (X —1)* ne divise pas P ‘

Sin=1,P=X3-3X2+3X —1= (X —1)3 donc la aussi (X — 1)3|P et (X — 1)* ne divise pas P.

Exercice 16. (Q) Soit P le polynéme de R[X] défini par P = X* —4X3 +11X? — 14X + 10.
1) Vérifier que 1+ 1 est racine de P.
2) En déduire un polynéome @ € R[X] de degré 2 divisant P.
3) Factoriser P dans R[X].

Correction -
1) P(1+1i) =0 aprés calculs. Donc 1 +1i est racine de P.
2) Comme P € R[X] alors 1 — i est aussi racine de P donc X2 — 2R(1 +1)X + |1 —i|2 = X? — 2X + 2 divise P.

3) P=(X?-2X+2)(X%2 —2X +5). Ces deux polynédmes sont de discriminant < 0 donc c’est bien la décomposition dans R[X].

Exercice 18. (x*) Soient a € R, n € N* et P = (X + 1)" —e?n1¢,

1) Trouver les racines de P.

n—1
kmw
2) En calculant le produit de ces racines, déterminer une expression simple de H sin <a + —) .
n
k=0

Correction - Soit a € R, n € N* et P = (X + 1)" —e?nia,



1) Soit z € C,
z+1

e2ia

z+1 2ikm
=e n

ﬁ(z)zO@(z—l—l)":eQi"“@( )n:1©3ke[[o,n—1]]/

e2ia

SJkeo,n—-1]/z= P E L I [P [0,n—1] /2= i(EF+a) (ei(kTTr*a) 7e7i(kT7,r+a))

(kx k
< 3k e [0,n—1] /z:el(%"'a) x2isin (a+ _7r>
n

S km k
D’ou | ’'ensemble des racines de P: {el(kT+a) x21isin (a + —W) / keo,n— 1]]} .
n

n—1
k
2) Notons «, le produit des racines et 8 le produit cherché g = H sin (a + —ﬂ—) D’une part, on détermine « a ’aide des coefficients
n
k=0
dominant et constant de P.
deg((X +1)™) = n et €21 ¢ C d’ou deg(P) = n. Le coefficient dominant de P est donc celui de (X 4 1)™ & savoir 1. Et le terme
constant de (1 + X)™ est 1 donc le coefficient constant de P est 1 —e?i™. Doy,

a = (_1)n(1 _ eQina) — (_1)n ei na (e—ina _ei na) — (_1)n ei na X(—Zisin(na))
a=(-1)"*T126 " isin(na).

D’autre part d’aprés I’expression des racines trouvée en 1),

n—1 . - n—1 . n—1 n—1 -
a= H (e'(T+a) x21isin (aJr —)) = i(5E+a) H 2i H sin (a+ —)
k=0 n k=0 k=0 k=0 n

x n(n=1)

k
xn—1 n—1
1 - ¢ Za)
:e("k-:o k=0 2”1”B:e'(" 2 +”a)2nin5

— eina (e%>n71 on inﬁ — eina iQn—l — ei"a(,l)" x (7 i)QnB — eina(il)n-kl i2n6~
——

=i2n 1
i

En identifiant les deux expressions de «, il vient:

sin(na)

(—1)"t12iel " sin(na) = €' "(-1)"T1i2"3 e |B= 1

Exercice 20. () Trouver les polynomes P € R[X] de degré 7 tels que (X — 1)* divise P+ 1 et (X + 1]* divise P — 1.

Correction - Analyse : soit P € R[X] de degré 7 tels que (X —1)* divise P+ 1 et (X + 1]* divise P — 1. Alors d’aprés la caractérisation
de la multiplicité a ’aide des dérivées,

—

PYi(l)=0 P1)=0 P'(1)=0 P"(1)=0 P*1)#0

P-1(-1)=0 Pl(-1)=0 P’(-1)=0 P7(-1)=0  Pi(=1)#0.
Donc 1 et —1 sont racines de P’ de multiplicité 3, et comme P est de degré 7 alors P’ est de degré 6, donc P est de la forme

P =XX-13X+1)2=AX?2-1)3=XMX®°-3X%+3X2-1) ou AER

Alors P =\ <X77 — 3X55 + 3XT3 — X) + p ot p € R. Comme ]3:—/1(1) =0et ]3:/1(—1) = 0 donc ﬁ(l) =—1let ﬁ(—l) =1 c’est-a-dire

A(L 31431 _q -1 _ 16y =1 A= 32
{ (7 . j_ 3 )t c’est-a-dire 160 e c’est-a-dire 16
>\(—7+3g—3§+1)+M:1 gEAtu=1 uw=0
35 (X7 _X° X3
DoncP=—|——-3—+3——-X).
16 \ 7 5 3
Synthése : on vérifie que ce polynéme satisfait les conditions voulues.
3B X7 X5 X3
Conclusion : 6 (7 — 3? + 3? — X) est I'unique polynéme cherché |.

Exercice 26. (x * ) Soit P € R[X] tel que : Vz € R, P(z) > 0.
Montrer qu'il existe A et B deux polynémes de R[X] tels que P = A? + B2,
On peut décomposer P dans C[X] et s’intéresser a l'ordre de multiplicité des racines réelles.

Correction - Soit a une racine réelle et m sa multiplicité. Alors P = (X — &)™Q oi Q(a)(c) # 0.
Par continuité de la fonction polynomiale @, @ garde un signe constant au voisinage de . Donc pour P soit positif au voisinage de o, m



doit étre pair.
On a donc prouvé que la multiplicité des racines réelles est forcément paire.
En notant «; les n racines réelles de P, et 2m; leur multiplicité alors

n n 2
PH(X—ai)QmiS<H(X—ai)mi> S ou SeR[X].
=1

i=1

=c2
Le polynéme S est le produit d’un coefficient dominant A > 0 et de polynémes de forme
(X = B)(X —B) = (X% —2Re(B)X + |BI?) = (X —Re(B))? + Im(8)?  donc somme de deux carrés.
Puis, on prouve que le produit de la somme de deux carrées est une somme de deux carrés :
(T2 +UHY(VE+ W) =TV2 4+ T2W2 1+ U2V2 + U2W2 = (TV + UW)2 + (TW — UV)2.
Donc de proche en proche, le polynéme S s’écrit : S = A\(D? + E?) ot D et E sont des polynémes & coefficient réels. Finalement :

P =XC*(D? + E?) = (VAXCD)? + (VACE)? = A2 + B2

Exercice 28. (x) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A € C pour que deux des racines du polynéme
X3 —5X? —8X + ) aient une somme égale & —1. Déterminer alors les trois racines.

Correction - Soit A€ Cet P = X3 —5X2 —8X + ). Notons «, 8, les trois racines de P comptées avec multiplicité.
Analyse : supposons que deux des racines, a et [ aient une somme égale & —1. Alors a + 8 = —1.
D’aprés les relations coefficients-racines :

a+B+y=5 y=6 y=6
af +ay+pBy= -8 c’est-a-dire af —~v=-8 c’est-a-dire aff = -2
afy=-A afy =—X\ —12=-X

Donc A = 12. Donc P = X3 — 5X% — 8X +12.
Synthése : on pose P = X3 —5X2 —8X + 12 = (X —6)(X%2 + X —2) = (X — 6)(X — 1)(X +2). Donc les racines sont 6, 1, —2 et donc
—24+1=-1.

Conclusion : ‘ deux des racines de P = X3 —5X2 — 8X + X sont de multiplicité 1 ssi A = 12. Les racines dans ce cas sont 6,1, —2 |.

Exercice 29. (x*) Soit P € C[X] défini par P = X3 — 3X?2 — 10X + 24 et a1, as et ag ses racines. Déterminer pour
tout k € [1,5], Sk = of + ok + ok.
Pour k €= 3, on pourra effectuer la DE de X* par P.

Correction - Avec les notations habituelles, o1 = 3, 02 = —10, 03 = —24.
Donc S1 =01 = 3.
So = a% + a% + a% = (a1 + a2 + a3)2 —2(a1a2 + ajaz + azag) = o% — 209 = 29.

Sz =a +ai +ad = (a1 + a2+ a3)® —3(c@az + a?a3 + a2a; + adaz + ooy + adaz) — 6arasas
=0} —3Jaras(ar + az) + araz(an + asz) + asaz(az + as)] — 603
= 0% —3[az(ar + a2) +araz(ar + az) + azaz(as + as)] — 603
= J:{’ —3Jaraz(o1 — a3) + araz(or — a2) + asas(o1 — a1)] — 603
S3 = 0% — 30102 + 303 = 45.
Pour S3 on aurait pu faire autrement, on effecue la DE de X3 par P :
X3 =1x P+3X%2+10X — 24.
On évalue en ay, a? = 30412 + 10c; — 24 car P(a;) = 0. On somme pour ¢ = 1,2,3,
S3 =352 + 1051 — 72 = 45.

Pour Sy, on effecue la DE de X par P :
X4 = (X +3)x P+9X2% +30X —72.

On évalue en ay, a? = 90412 + 30c; — 72 car P(a;) = 0. On somme pour ¢ = 1,2,3,

S4 =955 + 3051 — 216 = 135.



