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Exercice - Deux développements limités

2 3
1. Puisque e* =1+ z + 1 + % + 0o(z3), alors :
z? 5 r 23 3
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(23@ + 2?2 + > + 00(303)) -2 (m + 5 + 5 + 00(1’3))
= =
3
2
23
1
- 6 + 00(1)
Ainsi | lim () = ¢
insi| lim f(z) = & |
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2. Puisque sh(z) =z — 5 + 0o (z*), alors :
sh?(z) — z?
7)) = =\
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- 22sh?(z)
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Comme sh(x) oot alors g(x) o e et donc g(z) o3 Finalement, ig% g(z) = 3l

Exercice - Arctan and co

Partie I - Questions préliminaires sur Arctan

1) La fonction Arctan est définie sur , ses limites sont | lim Arctan(z) = fg et| lim Arctan(z) = g . Elle

T—r—00 T—r+00

1

est de classe C* sur R et |V x € R, Arctan’(z) = —— |.
1+ 22

T - 0 4o
Arctan | _oo O* T

Puisque V 2 € R, Arctan’(x)>0, alors son tableau de variations est :

3

2) | Arctan(x) = x — 3 + 00(2?) |.




3) Posons ¢ : u — Arctan(u) — u. La fonction ¢ est dérivable sur R4 en tant que somme de fonctions usuelles
qui le sont et :

_ v e
1+u? 14+u?

Remarquons que V u > 0, ¢'(u) < 0. La fonction ¢ est donc strictement croissante sur Ry. Or p(u) = 0, donc

‘V u >0, Arctan(u) < u

Vue R+a (pl(u)

(on reconnait un résultat de convexité).

Partie IT - Etude d’une fonction

1) Puisque Arctan est définie sur R, ona Dy ={t € R / 141t 5 0}, donc ‘ Dy =R\ {-1} ‘

1
1 est une fonction rationnelle de classe sur Dy. Par composition par la fonction
1
Arctan, de classe C* sur R, nous obtenons que ¢t — Arctan <1—+t) est de classe sur Dy. Ainsi f est de

La fonction ¢t —

classe sur Dy en tant que produit de fonctions qui le sont.

™
2) -a- Ona lim —— = —ocoet lim Arctan(z) = ——, donc par composition de limites :
. e 2

1
lim Arctan | —— | = f:
t——1 1+t 2

t<—1
P
lim #* = 1, alors duit | li t)=——|
Comme Jim, , alors par produit | lim f@) B
t<—1
. . ™ R . 1 T .
Comme lim —— = +o0 et lim Arctan(z) = —, alors de méme lim Arctan (| —— | = —, puis par
t——114+1¢ z—+00 2 t——1 1+t 2
t>—1 t>—1
duit | lim f(t) = =
produit | Tim =5
t>—1

1 1 1
-b- On sait que Arctan(u) ~ w.Or lim —— =0, donc Arctan| —— ~ ——. Comme ~
u—0 t—odoco 1+t 1+¢t) t=>too 1+t 1+t toto

7 alors nous concluons que f(t) Mot t. Nous en déduisons alors que
—> 00

lim f(t)=—ocoet t_1>i+moof(t) = +0o0|

t——o0
-c- On a h —hx—— =h(1—h+h?+o09(h*) =h—h*+ h3 + op(h®)
1+h 1+h 5 '
Comme Arctan(z) =« — % + 0p(2?), alors :
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=12+ h® = 2 (h = 1+ 1) + oo ()
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h —h*+ h® — §h3 )

2
h —h*+ gh3 + 0o(h?)

h 2
Ainsi Arctan <1—i——h) = h — h2 —+ gh?’ —+ Oo(hs) .

-d- Posons h = % et g:h+—hf (%)
(h) Arcta L

= —Arctan | ——
g 1+

1 h
= —-A e
5 rctan(1+h)

2
= 1-h+ gh2+00(h2)
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21 1
Dou f(z) =z —1+ 37 + 0400 (5) Ainsi la droite d’équation est asymptote & la courbe

représentative de f aussi bien en —oo que +o00. La courbe est au-dessus de son asymptote en +0o et en
dessous en —oo.

3) -a- La fonction f est dérivable sur R\ {—1} et :

VteR\{-1}, f'(t) = 2tArctan (%ﬂ)_’_tzx (11102 —
1+( )

1 2
2tArctan — 5
L+t) 14 (1+1)

1 t
t | 2Arct —
( rcan(lﬂ) t2+2t+2)

t
24242

La fonction ¢ est de classe C*° sur R\ {—1} comme quotient de fonctions qui le sont et :

1
Ainsi, en posant |V ¢ € \{—1}, ¢(t) = 2Arctan (1 n t> , on obtient bien I'égalité vV ¢t € R\ {—1}, f'(¢)

~1 1 t2+2t+2—t(2t+2)
VieR\ {1}, '(t) = 2 —
()
-2 —t2+2

242042 (242 +2)2
—2% — A4t —4+12 -2

(t2 + 2t + 2)2
—t2—4t—6
(t2 + 2t + 2)2

Ce qui confirme bien que /() est du signe de | —t* — 4t — 6 |

Comme le polyndme —X?2 —4X — 6 a un discriminant strictement négatif, alors ¢’ est strictement négative

sur Dy. Elle est donc strictement décroissante sur | — co, —1[ et sur | — 1, +o0].
1 1 t
Souvenons nous que Arctan| —— ~ —— donc lim Arctan| —— ) =0. Comme ————— ~
1+¢) totoo 1+t t—+oo 1+t 12 4+ 2t + 2 t—+co

t
7;, alors tl}gloo *m =0et par somme tl}gloo Qp(t) =0.
1 t
Souvenons nous encore que lim Arctan [ —— | = - Comme lim ————— =1, alors par combi-
=l 1+¢ 2 to>—1 t242t+2
naison linéaire tliml p(t)=—m1+1<0.
o
t<—1
De la méme fagon on obtient que tliml pt)=m+1>0.
o
t<—1
Conclusion : ¢ est strictement négative sur | — oo, —1[ et strictement positive sur |1, +oo.
Comme V t € R\ {—1}, f'(t) = to(t), alors f’ est strictement négative sur | — oo, —1[, strictement négative
sur | — 1,0[ et enfin strictement positive sur |0, +oo[. Ainsi :
‘ f est strictement décroissante sur | — oo, —1[ et ] — 1,0] et strictement croissante sur [0, +o0]. ‘
-b- D’aprés la question 2)-a-, tliml f@) = fg, donc on peut prolonger f par continuité a gauche en —1 en
<1
™
posant f(0) = —5 (et en confondant allégrement f avec son prolongement). Ce prolongement est dérivable

sur | — oo, —1[ et, comme V ¢t € R\ {—1}, f/(t) = te(t), par produit de limites (dont une obtenue a la
question précédente) :

lim f'(t) = —m — 1.

t——1

t<—1
D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, le prolongement considéré est dérivable a gauche en —1,

T
et la courbe Cy possede au point de coordonnées (71, 5) une tangente a gauche de coefficient directeur



|

Toujours d’apres la question 2)-a-, tliml fit) =
oy

0
—1 en posant f(0) = 3 (et en confondant encore f avec ce nouveau prolongement). Ce prolongement est

t>—1

dérivable sur | — 1, +oo] et par produit de limites :

D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, le prolongement considéré est dérivable a droite en —1, et

I
la courbe C; posséde au point de coordonnées (—1, —5) une tangente a gauche de coefficient directeur

(7 -1}

lim f'(t)=m—1.
t——1
t>—1

Exercice - Matrices magiques et semi-magiques

Partie I : Généralités

1) Deux exemples pour commencer.

-a- Notons A la matrice

0 1
1 0
1 1

1
1
0

T DR .
5 donc on peut prolonger f par continuité a droite en

-i- Les somme des trois lignes et des trois colonnes de A sont toutes égales a 2.

La matrice A est semi-magique et o(A) = 2 ‘

-ii- Appliquons 'algorithme de Gauss-Jordan a A et I3 :

Ainsi A est inversible,

01 1 Ly +— Ly 1 0 0
10 1 Ly +— Ly 0 1 0
11 0 o 0 1
I 0 1 0 1 0
01 1 1 0 0
11 0 | Ly« [1]ls—Lo—Li| 0 0 1
T
10 1| Lie—[1LitgLs | 0 1 0
1
01 1 L25L2+§L3 1 0 0
1
0 0 -2 L3 +— —5 L3 -1 -1 1
T T 1
1 0 0 5 3 5
01 0 L L
00 1 e
2 9 2
11l
27
A= = —Z —Z|, A" est magiqueet o (A7)
T2 1
1
2 2 2

-b- Notons J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

-i- La somme des coefficients sur chaque ligne et chaque colonne est égale & n x 1 = n donc :

-ii- Puisque toutes les colonnes de J sont égales entre elles , alors ‘ la matrice J n’est pas inversible.

| J € SMag, (R) et o(.J) =n|

2) Structure de ’ensemble SMag,, (R)




-a- Soient A et B appartenant & SMag,, (R) et \ et u appartenant a R.
Notons C' = AA + uB. Posons A = (ai,j)1<i,j<nv B= (bivj)lsi,jén et C = (Ci,j)1<z‘,j<n-
* Pour tout ¢ appartenant a [1,n], on a :

n

ZCMZZ Aaij + pbi ;) —)\Za” +qu”—)\U(A)+MJ(B).
= Jj=1 Jj=1

car les matrices A et B sont semi-magiques (et par définition de o(A) et o(B) ).

* De la méme fagon, on a :
n

Viellnl, Y ecij=Ao(A)+ po(B).

i=1

Ainsi AMA + B € SMag,, (R) et

YV (A ) €R? Y (A4, B) € (SMag, (R))?, 0(AA + uB) = Ao (A) + uo(B) |

-b- — Par définition, SMag,,(R) C M, (R).
— La matrice nulle 03 est clairement semi-magique, donc SMag,, (R) # ().
— D’aprés la question précédente, V (A, ) € R?, V (A,B) € (SMag,,(R))?>, A\ + uB € SMag,,(R),
autrement dit SMag,, (R) est stable par combinaisons linéaires.

Ainsi ‘ SMag,, (R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R) ‘

-¢- Soit A appartenant & M, (R). Notons J = (di,j),¢; ic,» JA = (€ij) 1< jcn € AT = (fij)1<ijcn-
Pour tous (i, j) € [1,n]?, on a :

n n n n
€ij = Z di Kk, = Z agj et fi;= Z a; kdi,; = Z Qj k-
k=1 k=1 k=1 k=1

On raisonne par double implication.

* Supposons que A appartienne & SMag,, (R). Pour tout (i, ) € [1,n]?, on a alors (par définition d'une
matrice semi-magique) :

Z Ak,j = Z aj k= U(A) i.e. €ij = fl,] = O'(A)
k=1 k=1

Or o(A)J est la matrice dont tous les coefficients valent o(A) donc JA = AJ = o(A)J. La propriété
est donc démontrée avec le nombre réel A = o(A).

* Réciproquement, supposons qu’il existe A appartenant a R tel que JA = AJ = AJ.
Alors :

Vi, j € [1,n] Za;w—)\ et fi,j:Zai7k:)\.
k=1

La matrice A est donc semi-magique et O’(A) =\

Finalement :

A € SMag,, (R) si, et seulement s’il existe A € R tel que JA = AJ = A\J et, dans ce cas, A = 0(A) ‘

-d- Soient A et B appartenant & SMag, (R). D’aprés (1), on a :
JA=AJ=0(A)J et JB=BJ =0(B)J.
En utilisant ’associativité du produit matriciel, on a :
J(AB) = (JA)B = (6(A)J)B = o(A)JB = o(A)o(B)J

o(A)J. On peut alors conclure d’aprés (1) que AB appartient &

De la méme maniére, on a (AB)J =
o(B). Finalement :

SMag,,(R) et que o(AB) = o(A)

V (A, B) € SMag, (R)2, AB € SMag,(R) et o(AB)=o(A)o(B).




-e- — On sait que (SMag, (R),+,.) est un sous-espace vectoriel de (M, (R),+,.), donc (SMag,, (R),+,.) est
un sous-groupe de (M, (R),+,.).
— De plus, SMag,,(R) est stable par produit (d’apres la question précédente).
— Enfin, la matrice I,, appartient & SMag, (R) (la somme des coefficients sur chaque ligne et chaque
colonne est égal a 1).
Finalement, | (SMag,,(R), +, .) est un sous-anneau de (M, (R),+, x) ‘
On peut remarquer que les questions 2)-b- et 2)-e- font méme de (SMag,,(R),+,.) une sous-algébre de
(Mn(R), +, x).
-f- Soit A appartenant & SMag,, (R)NGL,,(R). Ona JA = AJ = 0(A)J et A est inversible, donc (en multipliant
a gauche par A1) :

AT JA=J=0(A)AT

1
La derniére égalité implique que o(A4) # 0 (puisque J # 0,,) et fournit I'égalité A=1J = @ J.
o
1
En multipliant maintenant & droite par A=%, on a J = o(A)JA™! donc JA™! = @ J. Ainsi A7 est
o
1
une matrice semi-magique et o (Afl) = ———. Finalement :
o(4)
1
O'(A) 7& 0, Ail € SMagn(R) et o (Ail) = m

-g- Rappelons-nous que nous avons vu a la question 1) -a- i) que J est semi-magique, non inversible et vérifie
o(J) =n # 0. La réciproque est donc fausse.

Partie IT : Matrices magiques dans le cas ou n =3

. — Par définition, Mags(R) C SMag,(R).

— La matrice nulle 03 est clairement magique, donc Mags(R) # 0.

— Soient A et B appartenant & Mags(R) et A et u appartenant a R.
Les matrices A et B sont semi-magiques donc AA + puB appartient & SMags(R) et nous savons déja que :
o(AM 4+ uB) = Ao (A) + po(B) (d’apres la question 2)-a-).

Notons maintenant C'= AA + uB et posons C' = (cij),¢; ic,,- Alors :

ci,1+ce2+c33 = Aayr 4+ pbii + Aaga + pbao + Aazz + ubs 3
= Maiy +ag2 +az3z)+ (b + b2+ b33)
— 2o(4) + o (B)

car les matrices A et B sont magiques. De la méme manieére, on a :
C1,3 + C2.2 + C31 = )\O’(A) + ‘LLO'(B)

La matrice A + AB est donc magique.

Finalement, ‘ Mags(R) est un sous-espace vectoriel de SMags(R) ‘

- Soit A = (aij),¢; j<3 appartenant a Magz(R). On a :

o(A) = 30(A)—20(A)
= (a11+ai2+a13)+ (a2 +az2 +az3) + (az1 + a3z +azz) — (a1 +ag2 +az3) — (a1,3 +az2 +as;)
= —a22+ (a1,2 + a3,2) + (a2,1 +as3)
= —az2+(0(A) —az2) + (0(A) — az)

Par conséquent :
o(A) =3az2 |

. Soit A appartenant & Mags(R). La somme des coefficients sur la i ligne (respectivement colonne) de AT est
la somme des coeflicients sur la ¢ colonne (respectivement ligne) de A. Toutes ces sommes sont égales car A
est magique. Il en va de méme pour les deux diagonales. Donc :

V A € Mags(R), AT € Magy(R) et o (4") = o(4) |




4. Commencons par montrer que S,,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
— Par définition, S,(R) C M, (R) et A, (R) C M, (R).
— La matrice nulle 0,, est aussi bien symétrique qu’antisymétrique, donc S,,(R) # 0 et A, (R) # 0.
— e Soient A et p appartenant a R et S7 et Sy appartenant & S, (R). Alors :

(ASy + uS2)T = AST 4 uST = ASy + pSo.

Ainsi A\S7 + pS2 appartient & S, (R).
e Soient A et u appartenant & R et A; et Ay appartenant a A, (R). Alors :

(AL + pd2)" = MAT + pAT = M(=A1 + p — A2) = —(MA1 + pdy).

Ainsi AA; + pAs appartient & A, (R).
Montrons maintenant que S, (R) et Ay, (R) sont supplémentaires dans M., (R).
Soit M € M,,(R). Utilisons un raisonnement par analyse-synthese.
* Analyse : supposons qu'il existe (5, A) € Sp(R) x A, (R) tel que M = S + A.
Alors MT = ST 4+ AT par définition de S et A, donc M7 = S — A et M = S + A. Ces deux relations
fournissent les égalités :

1 1
S=-(M+M"* t A=—-(M-M").
LorenT) e A=Lr-um)
Ainsi, si S et A existent, alors elles sont uniquement déterminées.

(M - M T) obtenues précédemment

DN | =

1
* Synthése : Vérifions que les matrices S = 3 (M + MT) et A =
sont respecti\{ement1symétri<fue et ?ntisymétrique et que M =S+ A.
— A=-M+-MT+-M - -MT =M.
S+ 2 + 2 + 2 2

— ST:%(M+MT)T:%(MT+(MT)T):%(MT+M):S
— AT:%(M—MT)T:%(MT—(MT)T):%(MT—M):—A

Ainsi :

[V M € M, (R), 3! (S, 4) € Su(R) x A(R) / M = S + A

Les ensembles S, (R) et Ay, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (R).

1 1
5.(a) Si M appartient & Mags(R), alors les matrices S = 5 (M + MT) et A = 3 (M — MT) sont magiques

(d’apres les questions -1- et -3-) et elles sont respectivement symétrique et antisymétrique. D’apres la
question précédente, on peut donc conclure que :

‘toute matrice M de Mag,(R) peut s’écrire de maniére unique comme la somme‘

‘ d’une matrice magique symétrique et d’une matrice magique antisymétrique. ‘

a b c
(b) Soit S appartenant & Mags(R) N S3(R). Alors il existe a,b,c,d,e € R tels que S = b d e |.La
c e f
matrice S étant magique, la relation (2) nous donne le systéme :
a +b +c = 3d
b +d +e = 3d
c +e +f = 3d
a +d +f = 3d
2c +d = 3d
a b c
d’'oulontirequec=d,e=aet f=b,i.e. A= b ¢ a |.Parailleurs,3c=a+c+0bdoncb=2c—a.
c a b
a 2c—a c
Finalement, S = | 2c—a c a . Réciproquement, on vérifie facilement que si S est de cette
c a 2c—a

forme, alors elle est une matrice magique symétrique. Ainsi :

a 2c—a c
V S € Mag;(R), S€S3(R) <= F(a,c)eR*/S=| 2c—a ¢ a
c a 2c—a




0 a b
Soit A appartenant & Mags(R) N A3(R). Alors il existe a,b,c € R tels que A = —a 0 ¢ |.La
b —c O
matrice A étant magique, la relation (2) nous donne le systéme :
a +b =0
—a +c = 0
b —c =0
0 a —a 0 a —a
d’oul'ontirequeb = —a,c=a,i.e. A=| —a 0 a .b=2c—a.Finalement, A= —a 0 a
a —a 0 a —a 0

Réciproquement, on vérifie facilement que si A est de cette forme, alors elle est une matrice magique sy-

métrique. Ainsi :

0 a —a

V A€ Magg(R), Ac A3(R)<=TJaeR/ A= —a 0 a

a —a 0
1 11 1 -1 0 0 1 -1
(¢) Notons: J=[ 1 1 1 |, K=| -1 0 1 eteL=| -1 0 1
1 1 1 0 1 -1 1 -1 0

Montrons que la famille (J, K, L) est génératrice de Mags(R).

Commengcons pour cela par remarquer que les matrices J, K et L sont magiques. Ainsi Vect(J, K, L) C
Mags(R).

Réciproquement, considérons M appartenant & Mags(R). D’apres 5)-a-, il existe des matrices magiques S
et A, respectivement symétrique et antisymétrique, telles que M = S + A. D’apreés la question 5)-b-, il
existe (a,b, c) appartenant a R? tel que :

a 2b—a b 0 c —c
S = 2b—a b a et A= —c 0 c =cL
b a 2b—a c —c¢ O

En résolvant I'équation S = a.J + BK, d’inconnue (a, ) € R?, on trouve que o = b et f = a — b. Ainsi :

M=BJ+ (a—b)K +cL

, i.e. la famille (J, K, L)

Ceci démontre 'inclusion Mags(R) C Vect(J, K, L). Ainsi‘ Mags(R) = Vect(J, K, L)
est génératrice de Mags(R).

Exercice - Etude de quelques développements limités
_ Arcsin(z) 1

On pose pour z €] — 1, 1], f(z) = N1 et g(z) = Nk

On considere ’équation différentielle suivante :
(B) (1-2%)y"(z) - 32y (z) — y(z) = 0.

1) -a- Soit x au voisinage de 0,

Par primitivation de développement limité, on obtient

1
Arcsin(z) = Aresin(0) + = + 61:3 + o(z?)

1
Arcsin(z) =z + Exg + o(x?)




-b- On en déduit :
1 2 3 1 3 3
flx) = 1+§$ + o(x?) z+6z + o(z?)

1 1
$+<6+5)$3+0($3)

fl)=x+ %xs +o(x?) |

‘La droite Ty : y = x est donc tangente a la courbe de f au voisinage de 0 ‘ et comme f(z) —x

‘ la courbe est au-dessus de T" a droite de 0 et au dessous a gauche de 0 ‘

2) Soit ¢ une fonction deux fois dérivable sur | — 1,1[ solution de (E).

-a- On pose pour n € N tel que n > 2, P(n) : “p est n fois dérivable sur | — 1, 1[".
e Initialisation. ¢ est deux fois dérivable par hypothese.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que ¢ est n fois dérivable sur | — 1, 1] alors ¢’ est n — 1-fois dérivable
sur I. Or pour tout €] — 1, 1],

) = < G () + (@)

Donc ¢” est n — 1 fois dérivable sur | — 1, 1[ par somme et produit de fonctions qui le sont. Par suite,
@ est n + 1 fois dérivable sur 1.

e Conclusion. Pour tout n, ¢ est n fois dérivable sur | — 1, 1] et donc ‘ @ est de classe C* sur I |

-b- Soit n € N. On souhaite dériver n fois ’équation (E).
Pour x €] — 1,1[, on pose u(z) = 1 — 2% et v(x) = 3x. Ces deux fonctions de classe C*°, tout comme ¢”,
on peut donc appliquer la formule de Leibniz.

Une premiere fois pour uy” :
(Z) u(k) (wll)(nfk)

(ug”) " (@) =
k=0
n(n—1
= (1 22 (@) - 2napt () - 2200 .
Une seconde fois pour vy’ :

n

(v )" (z) = > (Z) v®) () =k

k=0
= 320" (2) + 3ne™ (z).

On combine ces résultats pour dériver n fois (E), on obtient pour tout = €] — 1, 1],
(1= 2%)" ™ (2) + (=2nz — 32)p" D (2) — (n(n — 1) + 3n)p™ (z) = 0

Donc, comme voulu,

vee]l—1,1 (1 -2 () — (2n+ 3)zp™ T (2) — (n +1)%20™ (z) = 0|,

-¢- Soit n € N, on prend =z = 0 dans ’égalité précédente, on obtient

apt2+0—(n+ 1)%a, =0 c’est-a-dire apt2 = (n+ 1)2an .
« ((2p))* .
-d- On pose pour p € N, P(p) “agp = 22p(p!>2a0 agpi1 = 2% (p)%ay”.
e Initialisation. Pour p = 0,
2 x 0)?2 .
7(2(“0(0)!))2 ap = ag 220(0)%a1 = a1 = agxot1 donc P(0) est vraie.



e Hérédité. Soit p € N, supposons que P(p) est vraie. Alors au rang p + 1,

agp+2 = (2p + 1)2a2p d’apres 2)-c-
2 ((217)!)2

2%p(p!)?
(2p+2)°

RECTEEEAC

(e
= 22(p+1)((p+1)!)2 0-

=(2p+1) ag d’apres 'hypothése de récurrence

2 ((2p))?

2% (p!)?

ao

agpr3 = (2p + 2)%agp 41
= (2p+2)%2%(p))’m
= 220t ((p + 1)1)2ay.

Donc P(p + 1) est vraie.
e Conclusion. Comme voulu :

22p agpe1 = 27 (p!)%ar |

_ (@p)h? - (2p) (2p)a
EN, = om0 = (p)

3) -a- g est de classe C* sur | — 1, 1], par opérations sur les fonctions de classe C°.
Pour z €] — 1,1[, on écrit g(z) = (1 — 22)~2, alors

(M

g (x) =z(1 —2%)"3 g"(x) = (1 —2?)"% +322(1 — 2?) 3.
Donc,

(1-2%)g"(x) — 3zg' (x) —g(z) = (1 —2>) "7 +32%(1 —2?)"2 = 32%(1 —2®)"7 — (1 —2)"7 = 0.

Donc ‘ g est solution de I’équation (E) ‘ Et ‘g(O) =1let g (0)=0 ‘

Comme g est de classe C* sur | — 1, 1[ sur | — 1, 1[, d’apres la formule de Taylor-Young,

2n kO
g(z)kz_ogk(!)

zF 4 o(z?™).

D’apres 2)-d-, avec a, = g™ (0) = 0, et le fait que ap = g(0) = 1 et a; = ¢’(0) = 0, on obtient

2 2p)!
wen, 0= (T)5 oo

D’ou

-b- Comme Arcsin’ = g on primitive le développement limité précédent en utilisant Arcsin(0) = 0,

L)
. _ P 2p+1 2n+1
Arcsin(z) = pz:;) Wx P fo(x®" ) |
-c- f est de classe C* sur | — 1, 1], par opérations sur les fonctions de classe C*°.
Pour z €] — 1,1[, on réécrit f(x) = Arcsin(z)(1 — 22)~2, alors

f'(x) = (1 —2?)~! + 2 Arcsin(z)(1 — x2)_%
(@) = 22(1 = &*) 7% + Arcsin(2) (1 - 2%) 7% + (1 —2%)7* + 327 Aresin(z)(1 — )72,
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Donc,

(1- xQ)f”(z) —3xf'(z) — f(x) =22(1 — x2)_1 + Arcsin(z)(1 — :L'Q)_% z(1

— 227" 4 322 Arcsin(z) (1 — 2?) 2
—32(1 — 2%)~" — 32% Arcsin(z)(1 — %) 77 —

Arcsin(z)(1 — 2%)72
=0.

Donc ‘ f est solution de I’équation (E) ‘ Et ‘ f(0)=0et g'(0)=1 ‘

Comme g est de classe C*° sur | — 1,1[ sur | — 1, 1], d’aprés la formule de Taylor-Young,

2n+1
Z ( 2n+1).
D’apres 2)-d-, avec a, = f(™M(0) = 0, et le fait que ag = f(0) = 0 et a; = f’(0) = 1, on obtient
vpeN, OO =0  fEF0) =22 (p))?.

D’ou

}n: 22p o2l 2n+1
p+1 0($ n+ ) .
(2p+ 1

4) En remarquant que f = Arcsin Xg. On calcule alors le développement limité de f & 'ordre 2n + 1. Remarquons
que g étant paire, la partie réguliére trouvée en 3)-a- & 'ordre 2n est la méme & Pordre 2n + 1.
On identifie alors le coefficient devant 22"+ dans le développement limité & 1’ordre 2n + 1.
2n (n|)2
(2n+ 1)1
Dans le produit Arcsin xg, les termes en x sont obtenus en multipliant les termes en z?P*! de Arcsin et
ceux en z2("P) de g pour p € [0,n], on obtient donc :

Dans f d’apres 3)-e- cest :

2n+1

2 (nl)2 & ( D)
(2n+1)! Z 1)22 22(n—p)

p:0

1 n
%pzzomzﬂr

A0S

On déduit :
zn: 1 2p\ (2(n—p)\ _ 2'"(n!)?
p:O2p+1 D n—p )  (2n+1)
2 1 2 1)! 2 1)!
En observant que nt = (2n+1) = @n+1) , on obtient comme voulu :
n (n+Dn! (n+1)(n!)?

> 51 () (o) = i |

1 Exercice - Fonctions logarithmiquement convexes

1) -a- La fonction ch est & valeurs dans [1, +o00[, donc strictement positive. De plus Inch est de classe C* par
composition de fonctions qui le sont. En particulier Inch est dérivable deux fois. Soit x € R,
sh(x) 1

(Inch)'(z) = =th(z) et (Inch)’(z)=th'(z) = e > 0.

Donc Inch est convexe par caractérisation. ‘ La fonction ch est logarithmiquement convexe |.
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-b- (I1) Soient n € N* et (z1,...,2,) € R™. On applique I'inégalité de Jensen avec les coefficients A, = <

pour 1 < k < n qui sont positifs de de somme 1. Comme In ch est convexe :

1 1 —
Inch | — < - Inch =1
nc (n;xk> n; nch(zg) =1n

Par croissance de I'exponentielle on obtient finalement :

(I2) La tangente a la courbe de Inch en a admet 1’équation :
y = Inch(a) + (Inch) (a)(z — a), ie. y = Inch(a) + th(a)(z — a).
Par convexité, la courbe est située au-dessus de cette tangente donc :
Ve € R, Inch(z) > Inch(a) + th(a)(z — a).

Par croissance de I'exponentielle et propriété de morphisme :

Ve € R, ch(z) > ch(a)eP@(@=a),

On en déduit I'inégalité voulue par changement de variable z = a + ’.
2) Soient (a,b) € I? et A € [0, 1]. La convexité de In f donne : In f ((1 — Na + Ab) < (1 — A)In f(a) + AIn £(b), et

de méme pour In g. Par sommation terme & terme des deux inégalités, il vient alors :

Inf((1=XNa+X)+Ing((1—=XNa+ ) <(1—=XNInf(a)+(1—=XNIng(a)+ Aln f(b) + AIng(b).

La fonction In f 4 In g est donc convexe. Or In f + Ing = In(fg) donc ‘ fg est logarithmiquement convexe. ‘

3) -a- Soit f logarithmiquement convexe sur I. Soient (a,b) € I? et A\ € [0, 1]. La définition de la convexité pour
In f donne In f((1 — A)a+ Ab) < (1 —A)In f(a) + A1n f(b). La croissance et la convexité de 'exponentielle
entrainent alors :

F(T=XNa+ ) <exp[(1—MN)In f(a)+ Aln f(b)] < (1 — X)exp[ln f(a)] + Aexp[ln f(b)].

c’est-a-dire f((1 —ANa+ Xb) < (1 =) f(a) + Af(b). La fonction ‘ f est donc convexe par définition. ‘

-b- Posons f : x — z. Cette fonction est trivialement convexe. La composée In f : x — Inx est deux fois
dérivable et pour tout x € R, ce qui permet de conclure par caractérisation :
1 1

In f(z) =Inuz, (In f)(x) = = (In f)"(z) = — 5 < 0, ‘ la fonction In f n’est pas convexe. ‘

4) -a- La fonction f est deux fois dérivable, donc In f est dérivable par composition de fonction dérivables :
(In f) = f'/f. Puis (In f)" est dérivable par quotient de fonctions dérivables : (In f)"” = (f2 — ff")/f>2.
Comme f2 > 0, la caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables donne alors :

(P)) <= Infestconvexe <= (Inf)" >0 < f2—ff' >0 < (P).

Soit z € I fixé.

e Si f"(x) = 0, l'inégalité de (P,) se traduit alors par f’(z)? < 0, i.e. f'(x) = 0. Et I'inégalité de (P3) se
traduit par : Vt € R, 2tf'(z)+ f(z) > 0. Comme ¢ — 2t f'(z)+ f(x) est affine, elle est positive si et seulement
si le coefficient directeur 2f'(z) est nul. Finalement, les inégalités de (P) et (Ps) sont équivalentes.

e Supposons désormais f”(z) # 0 et considérons P : t — t2f"(z) + 2tf'(z) + f(x). C’est un trinéme du
second degré dont le discriminant est A(z) = 4[f'(x)? — f(x)f"(x)]. Comme P(0) = f(x) est positif,

A(z) £ 0 < P admet 0 ou 1 racine réelle <= P est de signe constant <= Vt € R, P(t) > 0.

L’équivalence entre (Ps) et (Ps) s’ensuit. Finalement par transitivité : ‘ (P) <= (P) < (P) ‘
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b-

-a-

Soient f, g deux fonctions logarithmiquement convexes de D?(I,R). Posons h = f + g. Alors h € Da(I,R)
par les théorémes généraux et b’ = f’ + ¢’ ainsi que h” = " 4+ ¢”. Les fonctions f et g vérifient (P;) donc
(Ps3) aussi. Par sommation terme & terme des deux inégalités obtenues,

Ve e LVt eR, t*h(z)+2th' (z)+ h(z) > 0.

Comme h = f + g est & valeurs strictement positives, 'implication (P;5) = (P;) donne la conclusion.

‘ L’ensemble des fonctions logarithmiquement convexes de D?(I,R) est stable par addition. ‘

Supposons que f est logarithmiquement convexe. Soit m € R. La fonction x — —max est trivialement

convexe, donc x — e~ ™% est logarithmiquement convexe. D’aprés la question 2), le produit x — f(x)e™™*
est donc logarithmiquement convexe. Il est aussi convexe d’apres la question 3). Donc (C) est vraie.
‘ Toute fonction logarithmiquement convexe vérifie la condition (C'). ‘
e Soit (a,b) € I?. Avec les notations de 1’énoncé, un passage au logarithme conduit a :
In f(a) — (ma+p)=0 ma+p=In f(a)
o) =g) =1 = (PO et =0 (
In f(b) — (mb+p) =0 mb+p=1In f(b).
Si a = b, on peut poser m =0 et p = In f(a). Si a # b, le systéme est de Cramer car Z } ‘ =a—b+#0.

‘Dans tous les cas, il existe donc un couple (m,p) € R? qui réalise g(a) = g(b) = 1. ‘

e Supposons que f vérifie (C). Alors la fonction z — f(z)e™™* est convexe, donc g : x — f(x)e™(m*+p)
est convexe aussi car e”? > 0. La sécante a la courbe de g en a et b admet ’équation y = 1. Par convexité,
la courbe de g est située en dessous de cette sécante sur [a, b]. Donc :

Vi € [a,b],  f(x)e”™TP) <1 e Inf(z) < ma+p.

Soit A € [0,1]. En posant a = (1 — A)a + Ab on a bien x € [a,b], donc In f(z) < (1 — A)ma + Amb + p.
Comme p = (1 — \)p + Ap, on reconnait une combinaison de In f(a) = ma+p et In f(b) =mb+p :

Inf((1—Xa+Mb) <(1—X)Inf(a)+ Aln f(b).

Cette inégalité est valide quels que soient (a,b) € IZ et A € [0, 1], donc In f est convexe par définition.

Si f vérifie la condition (C), alors f est logarithmiquement convexe.
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