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Exemples d’applications linéaires
Exercice 1. (O) Montrer que les applications suivantes sont linéaires. En déterminer I'image et le noyau. Puis
déterminer si ces ces applications sont injectives, surjectives, bijectives.

f: R - R2 fr € — R
2 (x,y) — (x—2y,3y) 6) : — Re(z)’ C vu comme R-e.v.
2) f: R = R3
(x,y) — (z+2y,z—y,3x+vy) 7) f: Re[X] — Rg[X]
P — P’
f: {ueRY/uconverge } — R
3) U = lim u,
1) f: RR - R ) P s ]5(2)
¢ = 6)
f: CH(R) — C°R) f: Ma@® — MR ., (1 -1
R oo =2 9) Mo e AM OUA_(z 2)

Exercice 2. (%) Soit E = C>°(R,R). On définit les applications ¢ et ¢ par

Ve B, o(f)=f Ve eR, v(f)(z)= /0 " f() a.

1) Montrer que ¢ et 1 sont des endomorphismes de E.
2) Exprimer @ o) et 1 o .

3) Etudier l'injectivité, la surjectivité, la bijectivité de u et v.

Exercice 3. (x) Soit n € N, n > 2. On note E = R,,[X] et on définit 'application f par
VPEE, f(P)=P(X+1)-P(X).
1) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
2) Déterminer Ker f.

3) -a- Déterminer Im f dans le cas n = 3.

-b- Déterminer Im f dans le cas général.

Exercice 4. (+x) Soit £ = C°(R,R). On considére la fonction définie sur E par:
VfeE, u(f)=F ouVzeR, F(z)=uxf(x).
1) Montrer que u est un endomorphisme de E.

2) Montrer que u est injective.

3) Montrer que Imu = {f € E/ f(0) =0 et f dérivable en 0}.

v: EF — E
foe fr-afaf

1) Montrer que ¥ est un endomorphisme de F.

Exercice 5. (V) Soit E = C*(R,R) et

2) Déterminer le noyau de ¥ en donner une base.




R

Exercice 6. (x) Soit £ = C*°(R,R) et n € N. Pour k € N, on pose B : ? F®(0)

4)
’_)
1) Montrer que @y, est linéaire.

2) Montrer que (P, ..., P,) est une famille libre de L(E,R).

Exercices théoriques

Exercice 7. (V) Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F), g € L(F,G).
Montrer que go f = 0z (g,q) si et seulement si Im f C Ker g.

Exercice 8. (V) Soit E un K-espace vectoriel. Soit (f,g) € (L(E))?.
1) Montrer que Ker f C Ker(go f) et Im(go f) C Img.

2) On suppose ici que f o g =Idg. Montrer que Ker f = Ker(go f) et Im(go f) = Img.

Exercice 9. () Soit E un espace vectoriel sur K. Soient (f,g) € (L(E))? tels que fog = go f (i.e. f et g commutent).
Montrer que le noyau et 'image de f sont stables par g.

Exercice 10. (%) Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E). Montrer que
1) Ker f = Ker f2 < Ker fNIm f = {0}
2) Imf=Imf?< E=Kerf+Imf.

Exercice 11. () Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) telle que f2 —3f +21dg = 0z(E)-
1) Montrer que f est bijective en exhibant sa réciproque.
2) Montrer que (f —Idg)o (f —2Idg) = 0z(g). En déduire une inclusion entre Im(f — 2Idg) et Ker(f —Idg).

)
)

3) Prouver de méme une inclusion entre Im(f — Idg) et Ker(f — 21dg).

4) Montrer que E = Im(f —Idg) + Im(f — 2Idg). Puis que F = Ker(f —Idg) + Ker(f — 21dg).
)

5) Déduire de ce qui précéde que Ker(f — 2Idg) et Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans E.

Exercice 12. (x) Soient £ un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f? + f? 4+ 2Idg = Oz(p).
1) Montrer que f € GL(E) et exprimer sa réciproque a l'aide de f et de ses itérées.

2) Soit A € R. Montrer que si A*> + A2 + 2 # 0 alors f — AIdg est inversible.

Exercice 13. (x*) Soit E un C-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que f3 = Idg. Montrer que

E =Ker(f —Idg) @ Ker(f — jIdg) @ Ker(f — j*1dg).

Exercice 14. (xx) Soit E un K-espace vectoriel et f € L(FE) tel que pour tout x € E, les vecteurs = et f(z) sont
colinéaires.

1) Justifier que pour tout = € E, il existe A, € K tel que f(x) = A,z
2) Montrer que pour tout (z,y) € E? avec x et y non nuls, on a A, = \,.

3) Montrer alors que f est une homothétie vectorielle.




Projecteurs et symeétries

S R? . .
p s est un projecteur. En déterminer

Exercice 15. (©) Montrer que I’application (2,1) (42 — 6y, 22 — 3y)

ses éléments caractéristiques.
Exercice 16. (V)

1) Dans R? on pose E; = Vect(e1) et Es = Vect(ez) ot €1 = (1,—1) et e2 = (2,1). Déterminer I'expression de la
projection sur F; parallélement a Fs.

2) Dans R[X] on pose By = Ry[X] et By = {P € R[X]/ P(1) = P(2) = 0}. Déterminer I'expression de la

projection sur F; parallélement a Fs.

R? —» R?

(0,y) = (=3 + 2y, —4z + 3y) est une symétrie et déterminer

Exercice 17. (O) Montrer que Papplication
ses éléments caractéristiques.
Exercice 18. (%) Soit E un K-espace vectoriel. Soient p et g deux projecteurs de E.

1) Montrer que po g = p < Kerg C Kerp.

2) Montrer que po g = ¢ < Imqg C Imp.

3) Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=qgop=_0g.
Exercice 19. (%) Soit E un K espace vectoriel, p un projecteur et f un endomorphisme de E. Montrer que p et f
commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.

Exercice 20. (*)Suite de I'exercice 11
Rappel : FE est un R-espace vectoriel et f € L(E) telle que (f —Idg) o (f —2Idg) = 0z (g).

p=A(f—1dg)
1) Montrer qu’il existe (A, ) € R? et des projecteurs p et g tels que < ¢ = u(f — 21dg)
f=2p+q

2) Pour tout k € N*, calculer f* en fonction de p, q.

Exercice 21. (xx) Soient E un K-espace vectoriel, p un projecteur de E et ¢ = Idg —p le projecteur associé a p. On

o G={g9€ L(FE)/JueL(E), g=uop} H={heL(F)/JveLE), h=vogq}.

Montrer que G & H = L(E).

Formes linéaires

Exercice 22. (V) On pose H = {(z1,...,2,) €R" /21 + - + 2, = 0}.
Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R™ et déterminer un supplémentaire de H.

R

Exercice 23. (x) On pose E = RF et I'application (0

: F - o
¥ oo ) Montrer que ¢ est une forme linéaire sur £

et déterminer un supplémentaire de H = Ker (.




