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Base et dimension

Exercice 1. (©) Montrer que les familles suivantes sont des bases de R™.

1) Dans B2, (u1, ) ot ur = (2,5) et v = (3,7) 3) Dans ", w = (1,0...,0), us = (1,1,0,...,0) et
2) Dans R?, (uy,us,us3) ol Ul (1,2,-1), u, = (1,1,...,1).
Uy = (270, —3) et Uz = ( 1)

Exercice 2. (©) On pose u = (1,1,1), v = (1,2,3) et w = (a,a?,a®) ot a € R.
1) Déterminer en fonction de a le rang de la famille (u, v, w).

2) Pour quelles valeurs de a cette famille est-elle une base de R3?

Exercice 3. (©) Calculer le rang de ces familles de vecteurs. Sont-elles des bases de Ry[X]?

1) PL=X2+3X —4, P, =2X2—-5X+7 3) Py=3X2-3X,P,=X+4, Py =—-X2—5X +1,
_ 2 _
2) P, =2X245X—1,P=-5X+7P3="7 Py =2X" - X+1

Exercice 4. (x) Soient n + 1 réels zg, x1,...,2, n+ 1 deux & deux distincts et pour i € [0, n], les polyndmes
P = H (X — )
! . C . Xy — Xy '
Jj=0,j#i
1) Montrer que que la famille (P, ..., P,) est une base de R,,[X].

2) Exprimer les coordonnées d’un polynome P € R, [X] dans cette base.

Exercice 5. (©) Soit F' l’ensemble des applications de la forme 2 — P(z)cosz + Q(x)sinz ot P et @ sont des
fonctions polynomiales de degré au plus 2. Montrer que F' est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

Exercice 6. () Déterminer la dimension des espaces vectoriels suivants

)
2) By ={(z,y,z,t) ER* Jox+y=0,y+2=0,2+t=0,t+x =0}
3) b3 = {(un)n ERN/VTLGN, Upy2 = OUpy1 *gun}

)

4) Ey = {f € R? / f deux fois dérivable f” —3f' +2f =0}

5) Bs = {P € Rs[X]/ P(0) = P/(1) = 0}

6) Eg = {M € M3(R)/ DM = MD} ot D =

S O N
o NN O
w o O

Exercice 7 On note S,,(K) 'ensemble des matrices symétriques et A, (K) Pensemble des matrices antisymétriques de

M, (K).
1) Montrer que A, (K) et S,,(K) sont des sev de M,,(K). Déterminer leur dimension.

2) Montrer alors qu’ils sont supplémentaires dans M, (K).




Exercice 8. (x) Soit E un espace-vectoriel sur C et B = (ey,...,e,) une base de E. Déterminer, si les familles
suivantes forment une base de E:

1) ‘Fl = (61,61+€2,.-.,€1+€n71,€1+€n)
2) fgi (61+€2,62+63,...,6n,1+6n)

3) Fs=(e1+ea,ea+es,...,en_1+ €, e, +e1).

Somme de sous-espaces vectoriels
Exercice 9. (©) On considére les vecteurs a = (1,2,1,0) , b = (2,1,3,—1), ¢ = (—1,4,-3,2) et le sous espace
F = Vect(a, b, ¢).

1) Déterminer la dimension et une base de F.

2) On pose G = {(x,y,2,t) ER* /22 +y+2+t=0 et z+2—t=0}. Déterminer une base de G ainsi que sa
dimension.

3) Montrer que F' & G = R*.

| Exercice 10. (V) Soit F = {(z,y,2,t) € R* /2x —y + 2+t = 0}. Déterminer un supplémentaire de F' dans R*.

Exercice 11. (V) Soit F = {(z,y,2,t) e R* [2r —y+z+t=0et 2 — 32—t =0}
1) Montrer que F est un sev de R* dont on donnera une base et la dimension.

2) Déterminer un supplémentaire de de F' dans R*.

Exercice 12. () Dans R3[X] on pose F' = {P € R3[X] /15(0) = 15’(1) = 0}.
Montrer que G' = Vect(X + 1, X2 + 1) est un supplémentaire de F' dans R3[X].

Exercice 13. (x) Dans R3[X] on pose les trois sev suivants

F = {P e Ry[X]/P(0) = P(1) = P(2) =0} G = {P € Ry[X)/P(1) = P(2) = P(3) =0} H = {P € Ry[X]/P(X) = P(~X)
1) Déterminer les dimensions de F, G, H.
2) Montrer que FF & G = {P € R3[X] / P(1) = P(2) = 0}.
3) Montrer que F' & G @ H = R3[X].

Exercice 14. (©) Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension 5 tels que dim F' =
dim G = 3. Montrer que F NG # {0}.

Exercice 15. (©)- Formule de Grassmann : démonstration constructive Soit £ un K-espace vectoriel pas nécessairement
de dimension finie et F' et G deux sev de E de dimension finie non nulle.

On veut démontrer :
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

1) On pose (e1,---,e,) une base de F N G. Justifier qu’il existe des familles de vecteurs (fi,..., fq) de F et
(91,...,9r) de G tels que (e1,...,ep, fi1,..., fq) est une base de F et (e1,...,€p,91,...,9r) est une base de G.

2) Montrer que la famille (eq,...,ep, f1,..., fq,91,-..,9r) est une base de F 4+ G.

3) Conclure.




Applications linéaires en dimension finie

Exercice 16. () Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer une base de leur image et de
leur noyau.

f: R3 — R3 [+ Rg[X] — R3
1) 3) O
(,y,2) = (@+2y—z-—z—y+3z,0+3y+2 P — (P(0),P(0),P(1))
f: ¢ > C . fr Mo(R) — Me(R) . (1 -1
2) S s a4iz , ot C est vu comme R-ev. 4) " e AM ot A= 1
. . R3 — R3
Exercice 17. (O) Soit 'application @1,2) = (@y+zyts)

1) Déterminer une base de Im f et Ker f.

2) Montrer que Ker f @ Im f = R3.

Exercice 18. (x)Polynémes de Lagrange

R, [X] R+

%
1) Soient zg,...,z,, n+ 1 réels deux a deux distincts et ’application .
) 0 pp P = (P(z0),...,P(xn))

-a- Montrer que ® est un isomorphisme.

-b- En déduire que si (yo,. .., yn) € R il existe un unique P € R,[X] tel que : Vi € [0,n], P(z;) = v;.
Ce polynéme est appelé polynéme interpolateur de Lagrange.

2) Soient a et b deux réels distincts et («, 3,7, 8) € R%.
Adapter la méthode précédente pour montrer qu’il existe un unique polynéme P € R3[X] tel que

P(a) =« Pb)=p P'(a) =~ P'(b) = 6.

Exercice 19. (O)-(x) Soit n € N, n > 2. On note F = R[X] et on définit Papplication f par
VP e E, f(P)=P(X+1)— P(X).

1) Vérifier que f est un endomorphisme de F.

)

2) Déterminer le noyau de f.

3) On pose f, la restriction de f a R, [X]. Déterminer I'image de f,.
)

4) Montrer que f est surjectif.

f: RX] — R[X]
P — P+P+P'"
Montrer que f est un automorphisme de R[X].

Exercice 20. (xx) On pose

Exercices théoriques

Exercice 21. (©) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que f2 = f. Montrer que E =
Ker f & Im f.

Exercice 22. () Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie E tel que rg(f) = rg(f?).

1) Montrer que Im f2 = Im f. En déduire que Ker f = Ker f2.




2) Déduire de ce qui précéde que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

Exercice 23. () Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n et (f,g) € (L(E))? tels que f o g = 0z(p).
1) Montrer que rg(f) +rg(g) < n.

2) Peut-on avoir égalité?

Exercice 24. (Q) Soient E un ev de dimension 3 et f € L(E) tel que f? = Oz(p) et f # Og(g)- Quelles sont les
valeurs possibles de rg(f)?

Exercice 25. (x) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et 4 un endomorphisme nilpotent, i.e. il existe
p € N* tel que u” = Oz (py. Soit ¢ le plus petit entier vérifiant la relation précédente (on I'appelle indice de nilpotence
de u).

1) Montrer qu’il existe z € E tel que u?=1(z) # Og et que la famille (z,u(z),u?(z),...,u?"(z)) est libre.
2) Comparer q et n.

3) Déduire finalement que u" = Oz (p).

Exercice 26. (xx) Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f un endomorphisme de E.
1) Montrer que: Im f C Ker f < f2? = 0z(p)- Montrer que dans ce cas 21g(f) < n.

2) Montrer que: Ker f =Im f < (f% = Oz(p) et n=21g(f)).

Exercice 27. (%) Soit £ un K-ev de dimension finie et f un endomorphisme de E. On souhaite prouver que
dim Ker f? < 2dim Ker f.
1) Montrer que Ker f est un sev de Ker f2 et qu'il existe F' un supplémentaire de Ker f dans Ker f2.
2) Soit (eq,...,ep) une base de F. Montrer que (f(e1),..., f(ep)) est une famille libre de Ker f.

3) En déduire la I'inégalité voulue.

Exercice 28. (x*) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et (f,g) € (L(E))? tels que
E=Imf+Img=Ker f 4 Kerg.

Montrer que Im f et Im g sont supplémentaires dans F, ainsi que Ker u et Kerwv.

Exercice 29. (xx) Soit E un K-ev de dimension finie et F' et G deux sev de E.
Montrer que dim F = dim F' 4+ dim G si et seulement §’il existe f € L(FE) tel que Ker f = F et Im f = G.

Exercice 30. (x) Soient f et g deux endomorphismes d’un K-ev de dimension finie. Montrer que rg(g o f) <
min(rg f,rg g).

Exercice 31. () Soient E et F' deux K-ev de dimension finie et (f, g) € (L(E, F))?.

1) Montrer que |rg(f) —rg(g)| < rg(f +g) < rg(f) +rg(g)-
2) On suppose que E=F, fog=0et f 4+ g € GL(E). Montrer que rg(f) + rg(g) = dim E.



