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Fractions rationnelles

2024/2025 TD Fiche 24
Décomposition en éléments simples
Exercice 1. (©) Décomposer en ¢éléments simples les fractions suivantes :
1) dans(C,F:XSjLBX;;g_XfJFXil 5) dans(CetR,F(X2+X++l)2
2) dans C, F = (X—l)(XX—22)(X—3) 6) dans R, F = X%H puis F' = X‘;XJrl
3) dans(C,Fz%j(_’_1 7) dansR,F:(X2+2Xf3)(X_1)2
4) dans C, F = X - 1)2)((X2 1) 8) dans R, F = ﬁz 11
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Exercice 5. (©) Calculer les dérivées n-iéme de

z(x —1)(x —2)
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Exercice 3. (%) Soit n € N*. Décomposer en éléments simples dans C les fractions suivantes F' =
Exercice 4. (©) Simplifier les sommes S,, = i 1
. p n*kilk(k_i_l)?

D fla) = —~ 2) f(x) = Arctanz

Exercice 2. (©) Soit n € N*. Décomposer en éléments simples dans C les fractions suivantes :

n!
XX+1) - (X+n)

Application de la décomposition en éléments simples
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Exercice 6. () Aprés avoir justifié leur existence, déterminer les primitives des fonctions rationnelles suivantes :
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| Exercice 7. (x) Résoudre I'équation différentielle : (23 — )y’ (z) + y(x) = 0 d’abord sur ]1, +-o00[. Puis sur R.

Exercice 8. (%)

PX)

Xn—1

1) Décomposer en éléments simples

1) Décomposer en éléments simples dans C, F' =

. [Penser a calculer F(1 — X
4

2) En déduire des polynémes U et V de degré 3 tels que UX* 4+ V(1 — X)* = 1.

Exercice 9. (xx) Soit P € C,,_1[X] et wy, = e™" pour k € [0,n — 1].

n—1
En déduire que Z P(wy) = nP(0).
k=0



n—1 n-—1

2) Calculer la somme Z H (Wi — wy).
k=0 1=0,l#k

Exercices plus théoriques

. 1 /
Exercice 10. (V) Soit P € C[X] de degré n dont les n racines sont s, ..., a,. Décomposer B et - en éléments
simples.
/
Que devient la DES de B si aq,...,q, sont deux & deux distinctes de multiplicités respectives mq, ..., mg.

Exercice 11. (xx)

1) Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P’|P.
n P
2) Soit P = H(X — ag)™" ou les oy sont des complexes deux & deux distincts. Décomposer - en éléments

k=1
simples.

3) Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P”|P.

Exercice 12. (x) Soit P € R[X]. Montrer que si les racines de P sont réelles et simples alors P> — PP" n’a pas de
/

racines réelles. On pourra utiliser la DES de B

4 3
Exercice 13. (x) Calculer Z 2#12 Ol 21, 22, 23, 24 sont les racines complexes de P = X% — X3 + 1. On pourra
- el Gl
utiliser la DES de —.
P
Exercice 14. (x) Soit P € C[X] de degré n > 2 dont a racines simples ay, ..., oy non nulles.
1 -1

Montrer que Z P (o) = PO)"
i=1

Exercice 15. (xx) Soit P € C[X] unitaire, de degré n dont les racines sont aq, ..., .
- 1 P’(%)
1) Monter que Z ax XP(L) et
=1 X
VpeN, Viel[l,n] 3)\-E(C/i:1+a-X+---+aPXp+Xp+1L.
’ ’ ’ ' 1— OAZ‘X ! ¢ 1-— OéiX

2) En déduire une méthode de calcul de S, = Z al.

i=1

3) Avec P = X3 — X + 1. Calculer So, S1, S92, S3, Sy, S5, Se.




