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Exercice 4. (xx) Soit £ = C°(R,R). On considére la fonction définie sur E par:
VfeE, u(f)y=F ouVzeR, F(x)=uzxf(zx).
1) Montrer que u est un endomorphisme de E.

2) Montrer que u est injective.

3) Montrer que Imu = {F € E / F(0) =0 et F dérivable en 0}.

Correction -

1) Pour tout f € E, alors « — xzf(x) est continue donc est éléments de E, donc u: E — E.
Soit (f,g) € E2, A € R. Pour tout = € R,

u(Af +9)(x) = z(Mf + g)(x) = 2Af(2) + zg(z) = Mu(f)(2) + u(g)(2).

L’égalité étant vérifiée pour tout = € R, il découle u(Af + g) = Au(f) + u(g). Donc | u est un endomorphisme de F |.

2) Soit f € E,
u(f) =0ge ©Vz eR, xf(z)=0
SV eR, z=0ou f(z) =0 (siz #0)
&V eR, f(x)=0car f est continue sur R
@fZORW.

Donc ‘ Keru = {Ogr } ‘, donc | f est injective |

3) On raisonne par double-inclusion.
Soit F' € Imu, posons alors f € E (continue donc) tel que F = u(f). Alors pour tout z € R, F(z) = zf(x). Donc F(0) = 0, puis

F(x) - F
pour z # 0, LO(O) = f(x) = £(0) donc F est dérivable en 0.
— T—
F(x) x40
Soit F' dérivable en 0 tel que F(0) = 0. Posons pour z # 0, f(z) = z St . Alors f est continue en 0 et pour tout
F'(0)=0 siz=0

z €R, F(z) = zf(z) donc F = u(f) € Imu.
Donc Imu = {F € E / F(0) = 0 et F dérivable en 0}.

v: B — E
[ fr=Af +af

1) Montrer que ¥ est un endomorphisme de F.

Exercice 5. (O) Soit E = C>®(R,R) et

2) Déterminer le noyau de ¥ en donner une base.

E

E —
s . _ oo
Correction - Soit £ = C>®(R,R) et Foe U —Af Ay

1) Laissé au lecteur.

2) On résout 1’équation différentielle f”/ —4f’+4f = 0, on prouve alors que Ker ¥ = Vect(x + e2%, z + 2 e2?). Les fonctions x + 2% et
2z 2z

x +— x 2 ne sont pas proportionnelles, donc la famille (z + e2*, z s z €2%) est libre. Donc‘ (x — 2%,z + ze?®) est une base de Ker ¥ |.

Exercice 6. (%) Soit F = C*(R,R) et n € N. Pour k¥ € N, on pose i : ? : R

F®(0) -

1) Montrer que @, est linéaire.

2) Montrer que (P, ..., P,) est une famille libre de L(E,R).

. . dp: E —
- — (o©
Correction - Soit E = C°(R,R) et n € N. Pour k € N, on pose ¥ f(k)(O) .

1) Laissé au lecteur.



n
2) Soit (Ao, ..., An) € R* 1 tel que Z Ae®r = Oz (g R), Cest-a-dire

k=0
n
VfeE, Y A f®(0)=0.
k=0
On choisit en particulier f : & — @7, successivement pour j =0, ...,j = n, on obtient donc de proche en proche
A =...= A, =0.

Donc ‘ la famille (®o, ..., Py) est libre ‘

Exercice 10. (x) Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E). Montrer que

1) Ker f = Ker f2 & Ker f NIm f = {0g}

2) Imf=Imf? < E=Kerf+Imf.

Correction -

1)

2)

=): supposons Ker f = Ker f2. Montrons Ker f N Tm f = {0g}. On procéde par double inclusion.
On a clairement {Og} C Ker f NIm f, car Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels de E donc contiennent Op.

Inversement, soit u € Ker f NIm f. Alors u € Ker f donc f(u) =0g et u € Im f donc posons v € E tel que u = f(v).

Comme u € Ker f, 05 = f(u) = f2(v) donc v € Ker f2. Or Ker f2 = Ker f donc v € Ker f donc u = f(v) = 0g. D’ou la
deuxiéme inclusion Ker f NIm f C {0g}.

D’ou ’égalité voulue Ker f NIm f = {Og} et la premiére implication.

<«): Supposons Ker f NIm f = {0g}. Montrons Ker f = Ker f2. On procéde par double inclusion.

Soit v € Ker f, alors f(u) = Og. Par transport du neutre f2(u) = f(f(u)) = 0g. Donc u € Ker f2. D’out la premiére inclusion
Ker f C Ker f2.

Inversement, soit u € Ker f2, f2(u) = 0g. Donc f(u) est & la fois un élément de Ker f et de Im f. Or Ker f N Im f = {0g},
donc f(u) = 0 donc u € Ker f. D’ott la deuxiéme inclusion. Et donc 1’égalité voulue Ker f = Ker 2.

On a donc bien | Ker f = Ker f2 < Ker fNIm f = {0g} |

=): supposons Im f = Im f2. Montrons E = Ker f + Im f.
On a clairement Ker f + Im f C E, car Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels de E.

Inversement, soit uw € E. Alors f(u) € Im f. Or par hypothése Im f = Im f2, donc on peut poser a € E tel que f(u) = f2(a).
Ecrivons alors

u=f(a) + (u— f(a)).
Alors f(a) € Imu et u — f(a) € Keru car f(u — f(a)) = f(u) — f?(a) = Og. Finalement u € Im f + Ker f. D’ot1 la deuxiéme
inclusion £ C Ker f 4 Im f.
D’ou 'égalité voulue £ = Ker f + Im f.
«): réciproquement, supposons F = Ker f + Im f. Montrons Im f = Im f2.
Soit v € Im f2, alors posons u € E tel que v = f2(u). En particulier, v = f(f(u)) qui appartient alors 4 Im f. D’out la premiére
inclusion Im f2 C Im f.
Inversement, soit v € Im f, alors posons u € F tel que v = f(u).
Comme E = Ker f+Im f alors posons a € Ker f et b € Im f tel que u = a+b. Comme b € Im f, posons ¢ € E tel que b = f(c),
ainsi u = a + f(c).
Donc
v=f(u) = f(a) +f?(c) = f*(c) € Im f2.
—~—
=0

D’ou Pautre inclusion Im f C Im f2. D’ou I’égalité voulue Im f = Im f2.

Onadoncbien‘lmf:lme@E:KererImf‘.

1

Exercice 11 Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) telle que f2 —3f +21dg = 0.
Montrer que f est bijective en exhibant sa réciproque.

2) Montrer que (f —Idg) o (f — 2Idg) = 0. En déduire que Im(f — 21dg) C Ker(f — Idg).

)
)

3) Montrer que Im(f —Idg) C Ker(f —21dp).

4) Montrer que E = Im(f — Idg) + Im(f — 21dp).
)

5) Déduire de ce qui précéde que Ker(f —21dg) et Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans F.



Puis exercice 20.

p=Af—1dg)

6) Montrer qu'il existe (A, ) € R? et des projecteurs p et ¢ tels que ¢ ¢ = u(f — 21dg)

f=2p+gq

7) Pour tout k € N*, calculer f* en fonction de p, q.

Correction - Soit F un R-espace vectoriel et f € £(E) telle que f2 — 3f 4+ 21dg = 0.

1)

2)

3)
4)

5)

De f2 —3f+2Idg =0, on déduit £ (3f — f2) =Idg i.e. 1(3Idg —f)o f = fo (:(31dg —f)).
f est bijective avec f~1 = %(3 Idg —f)

Donc, d’aprés un théoréme de caractérisation des bijections,

On a:
(f —Idg)o (f — 21dg) = fo (f — 21dg) — Idg o(f — 21dg)  (distributivité de o par rapport & +)
—f2_of — f42ldp=f2—3f+2ldg
|(/ —1dp)o(f —21dp) = Or(i) | (par hypothese)
Soit v € Im(f — 21dg), il existe alors u € E tel que v = (f — 21dp)(u).

Donc (f —Idg)(v) = (f — ldg)((f — 21dg)(w)) = ((f —1dg) o (f — 21dg))(v) = Op car (f —Idg) o (f — 21dg) = O, (g). Donc
v € Ker(f — Idg).

Finalement, ‘ Im(f — 21dg) C Ker(f — Idg) ‘

De maniére similaire on prouve (f —2Idg) o (f —Idg) = Of(E), on déduit | Im(f — Idg) C Ker(f —21dg) |

e Comme Im(f —Idg) et Im(f — 2Idg) sont des sous-espaces vectoriels de E, alors Im(f —Idg) +Im(f —2Idg) C E.
e Inversement, soit u € E, alors
u=(f(u) —u) = (f(u) = 2u) = (f = 1dg)(uw) + (f — 21dg)(-v) € Im(f — Idg) + Im(f — 21dg)
D’ou la deuxiéme inclusion.
e Finalement, | E = Im(f — Idg) + Im(f — 2Idg) |

e On montre tout d’abord E = Ker(f —Idg) + Ker(f — 21dg).
Tout d’abord Ker(f — Idg) + Ker(f —2Idg) C E, car Ker(f — Idg) et Ker(f — 2Idg) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Soit w € E, d’aprés 4), il existe a € Im(f — Idg) et b € Im(f — 2Idg) tel que w = a + b. Or d’aprés 2) et 3), Im(f —
Idg) C Ker(f — 2Idg) et Im(f — 2Idg) C Ker(f — Idg), donc a € Ker(f — 2Idg) et b € Ker(f — Idg). Finalement
u € Ker(f —Idg) + Ker(f —21Idg). D’ou la deuxiéme inclusion.

e On montre ensuite Ker(f —Idg) NKer(f —21dg) = {0g}.
Tout d’abord {0} C Ker(f —Idg) N Ker(f —2Idg) car Ker(f —Idg) et Ker(f —2Idg) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Inversement, soit u € Ker(f —Idg) NKer(f —21dg). Alors
(f —Idg)(u) =0g ie. f(u) =u (f —2Idg)(u) =0F ie. f(u) =2u.

D’ou f(u) = u = 2u et donc u = 0g. D’ou la deuxiéme inclusion.

e Finalement, ‘ E =Ker(f —Idg) ® Ker(f —2Idg) |

-a- Posons p la projection sur Ker(f — Idg) parallélement a Ker(f — Idg).
Soit u € E, posons alors u1 € Ker(f —Idg) et ua € Ker(f —2Idg) tels que u = u1 + ua.
Notons que p(u) = u1 et g(u) = uz et f(u1) =u1 et f(uz) = 2uz. Alors:

(»+q)(u) = p(u) + q(u) = u1 +uz2 = u. Donc .
F(u) = flur +u2) = Fur) + f(uz) = w1+ 2u2 = p(u) +2q(u) = (p +24) (w)- Donc
Puis, comme {p 1o ~La Lo donne et 211 — Ly donne[p— 21dg ]
p q=

-b- Soit n € N, f™* = (p + 2¢)™.
Notons que pog=po (Idg —p) =p—pop= Ocp) et gop = (Idg —p)op=p—pop= Oz (E) car p est un projecteur donc
pop=p. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton; pour n > 2,

=30 (Mo gt

Puis:

k=0
= () o+ 52 (e (o
=2"q+p.

Car pour tout j € N*, p/ = p et ¢/ = q (que I’on peut montrer par récurrence).
Notons que pour n =0, 20¢+p=qg+p=1Idz3 = fOet pour n =1,2lg+p=p+2¢ = f.

Finalement, | pour tout n € N, f™® = p + 2"¢q |




Exercice 12 Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f3 + f2 +2Idp = 0z (p).
1) Montrer que f € GL(E) et exprimer sa réciproque a l'aide de f et de ses itérées.

2) Soit A € R. Montrer que si A*> + A2 + 2 # 0 alors f — AIdg est inversible.

Correction -
1) fo [—%(f2 + f)] = [—%(fQ + f)} o f = Idg donc par caractérisation des bijections | f est bijective de réciproque —%(f2 + )|

2) Soit A € R. Supposons A3 + A2 42 # 0.

e f injective : montrons Ker(f — AIdg) = {Og}.
L’inclusion D découle du fait que Ker(f — AIdg) est un sev de E.
Pour l'inclusion C. Soit # € Ker(f — AIdg) alors f(z) = Az. Donc f2(z) = f(f(z)) = f(Az) = Af(x) = X\2z. Et f3(x) = \3z.
Alors par hypothése O = (f3 + f2 +21dg)(z) = Mz + X2z +2= (A3 + 22 4 1)z. Or A3+ X2 41 #0 donc z = 0p.
e f surjective : soit y € E. Montrons qu’il existe € E tel que y = (f — AIdg)(x).
Analyse: soit € E tel que y = (f — AIdg)(z) = f(z) — Az. Alors
F) =2 = Af(@)  f2y) = FP2) = AP (@) = (-2 (2) - 22) = A2 (2) = ~(1+ N)f*(2) - 2.

Donc,
) =—-0+N(f @) +Af(2) — 22 = —(1+ X (f(¥) + Ay + Az)) — 2z.

Donc
@) =0+Xf@)+ O+ Xy + (A + A% —2).

Et comme A3 4+ X2 — 2 #0,
1

TN A 2

Synthése: on vérifie que ce = convient |...|

(F2) = A+ Nf) = (2 + N)y) -

Donc f est bijective, donc f est inversible.

Exercice 13. (%) Soit E un C-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que f3 = Idz. Montrer que

E =Ker(f —Idg) @ Ker(f — jIdg) @ Ker(f — j*1dg).

Correction - On montre que tout = € E se décompose de maniére unique comme somme d’éléments de ces trois noyaux.
Soit z € E.
1) Analyse. Posons © = a + b+ c tel que a € Ker(f —Idg), b € Ker(f — jIdg), ¢ € Ker(f — j21dg).
Notons que si u € Ker(f — Aldg) alors (f — A1Idg)(u) = 0g donc f(u) = Au, et donc

fla)=a f(b) = jb fe) = j%c.
Alors,
f(@) =a+jb+j’c (@) = f(a) +5f(b) + 3 f(c) = a+5°b+ je.
Alors
z+ f(x)+ f2(x) =3a+ (145 +7)b+ (1+42 +j)c=3a a= 3@+ f(z)+ f2(z))
+5f(@)+ 5% (@) = (14+7+5a+ (1 +52+ )b+ (1 +534+5%)c=3c donc c=3(z+jf(x)+ 2% (x))
e+ 32 f(2) + (@) = A+ +a+ 1+ +5°)b+ (1 +j+5%)c=3b b= 2(x+5%f(z) +jf(x)

Ce qui prouve 'unicité.

2) Synthése. La décomposition ci-dessus convient |[...]

3) | B = Ker(f — 1dp) @ Ker(f — j1dp) @ Ker(f — ° Idp). |

Exercice 14. (xx) Soit E un K-espace vectoriel et f € L(FE) tel que pour tout x € E, les vecteurs = et f(x) sont

colinéaires.
1) Justifier que pour tout = € E, il existe A, € K tel que f(z) = A\, z.
2) Montrer que pour tout (z,y) € E? avec x et y non nuls, on a A, = \,.

3) Montrer alors que f est une homothétie vectorielle.

Correction -
1) Soit € E. Comme x et f(z) sont colinéaires alors (x, f(z)) est liée, posons alors (a, 8) € R2, (a, 8) # (0,0) tel que axz+Bf(z) = 0g.
Si B # 0 alors f(z) = —%$. Si 8 =0 alors ax = 0g donc z =0 car a # 0 donc f(0g) =0g =1 x 0g.

Donc, | il existe Az € K tel que f(z) = Azz |




2)

3)

Exercice 17. (O) Montrer que Papplication

Soit (z,y) € E2, x,y non nuls.
Si (x,y) est liée alors y = aw ot @ € K. Alors f(x) = Agx. Puis d’une part f(y) = A\yy et d’autre part f(y) = f(ax) = af(z) =
adzx = Az(az) = Azy. Or y # 0 donc Az = Ay.
Supposons (z,y) libre. Alors, d’une part, f(z4+y) = Azt y(T+Y) = AetyT+Ae4yy et d’autre part f(z+y) = f(z)+ f(y) = Aaz+Ayy.
Donc

Azty® + Aetyy = Az + Ayy cest-a-dire (Appy — Az)z + Aoty — Ay)y =0p.
Comme la famille (z,y) est libre, alors Ag4y = Az = Ay.

Fixons a € E, a # Og alors pour tout z € E,  # 0g d’aprés 2), Ay = A\q donc : Va € E, f(x) = Aqz. On pose o = A\, alors pour
tout z € E, f(z) = ax (fonctionne aussi pour x = 0g, dans ce cas on a 0g = 0g). Donc f est une homothétie vectorielle.

RZ — R?

(0,y) = (=3 + 2y, —4z + 3y) est une symétrie et déterminer

ses éléments caractéristiques.

Correction - Tout d’abord s : RZ2 — R2. Puis, soient ((z,), (z’,v")) € (R?)? et A€ R on a

sQa+a', \y +¢') = (=30 +2') + 20w +¢), =40z + 2') + 300 + 1))
=3z + 2y, —4x + 3y) + (=32’ + 2y, —4z’ + 3y') = As(z,y) + s(z’, ).

s(Mz,y) + (=", y))

Donc s € E(RQ) Enﬁn, soit (x,y) (S R2

s2(z,y) = s(—3x + 2y, —4x + 3y) = (—3(—3z + 2y) + 2(—4z + 3y), —4(=3x + 2y) + 3(—4x + 3y)) = (x,) donc s*=Idg.

Finalement s est une symétrie de R? de base Ker(s — Idg) et de direction Ker(s + Idg). Soit (z,y) € R?,

(z,y) € Ker(s — Idg) < s(z,y) — (z,y) = (0,0) & (—4z + 2y, —4x + 2y) = (0,0) & y = 2z.
(z,y) € Ker(s + Idg) < s(z,y) + (z,y) = (0,0) & (—2z + 2y, —4dx + 4y) = (0,0) & y = z.

Finalement Ker(s — Idg) = {(z,2z) / x € R} = Vect((1,2)) et Ker(s+Idg) = {(z,z) / = € R} = Vect((1,1)).
Donc ‘ s est la symétrie par rapport & Vect((1,2)) et parallélement & Vect((1, 1)) ‘

Exercice 18. Soit F un K-espace vectoriel. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.
1) Montrer que po g =p < Kerq C Kerp.
2) Montrer que pog =g < Imqg C Imp.

3) Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si pog=qop=_0g.

Correction -

1)

2)

Supposons p o g = p. Montrons que Ker g C Ker p.

Soit © € Kerg. Alors par hypothése p(z) = (p o ¢)(z) = p(q(xz)) = p(0g) = Og car = € Kerq implique g(z) = 0g. D’ou z € Kerp.
Donc Ker g C Kerp.

Réciproquement, supposons Ker ¢ C Kerp. Montrons que po g = p. Soit = € E,

q° (z) =q(x) donc q(g(z)—2)=0g donc g(z)—xz€KerqCKerp donc p(q(z)—2)=0g ie (pogq)(z)=px).

On a donc pog =p. Finalement|poq:p<:> Kerq C Kerp |

Supposons p o ¢ = q. Montrons que Im g C Im p.

Soit y € Imgq. Alors il existe € E tel que y = g(z). Or ¢ =poq donc y = (po q)(z) = p(g(x)), donc y € Imp. D’ott Imgq C Imp.
Réciproquement, supposons Im ¢ C Imp. Montrons que po ¢ = q. Soit € E, alors ¢(z) € Imgq C Imp donc il existe a € E tel que
q(z) = p(a). Alors (poq)(z) = p?(a) = p(a) car p est un projecteur donc (p o q)(x) = q(x). D’oit po q = q.

Finalement, | poqg=q<ImgCImp |

Supposons que pog =qgop = 0. Alors (erq)2 :p2 +poq+qop+q2 = p+ q et donc p + g est un projecteur.
Réciproquement supposons que p + ¢ est un projecteur i.e. p+¢q = (p + q)2 =p2+pog+qgop+¢®=p+pog+qgop+qcequi
o oqop=20
équivaut & pog+ gop = 0 (*). En composant par p & gauche et a droite il vient peqtpoqop . Donc en soustrayant, il
pogop+qop=0
vient po g — qop =0 (*x). Enfin en additionnant et en soustrayant (x) et (xx) il vient pog=gop =0.

Donc: |p+qest un projecteur <> pogq=qop=_0g |

Exercice 21. (xx) Soient E un K-espace vectoriel, p un projecteur de E et ¢ = Idg —p le projecteur associé a p. On
pose

G={ge L(E)/JueL(E), g=uop} H={heL(E)/JveL(E), h=voq}.

Montrer que G @ H = L(E).



Correction - On montre que tout f € L(FE) s’écrit de maniére unique sous forme f = g+ h ot g € G et h € H, en raisonnant par
analyse-synthése.
[...] On trouve f = fop+ fogq.

R
£(0)

. L E — o
Exercice 23. (x) On pose E = RF et I'application oo . Montrer que ¢ est une forme linéaire sur £
et déterminer un supplémentaire de H = Ker ¢p.

Correction - ¢ est une forme linéaire [laissée au lecteur].
De plus ¢ est non nulle (¢(exp) = exp(0) = 1 # 0) donc H = Ker ¢ est un hyperplan. D’apreés le théoréme de caractérisation des hyperplans,
Vect(exp) est un supplémentaire de H (car exp € E \ H.



