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. Yde b-a
Exercice 2. (V) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer / — < .
a T Vab

Correction - D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1

b dz b 2 b ] 2 1 1 Vb—a b-a bder b-a
— < 1dx / —d:v) =VvVb—ay/—— -=+vVb—a = donc — < .
T (/a ) ( a 2 a b Vab Vab o T Vab

Or les fonctions z — 1 et z +— % ne sont pas proportionnelles, donc il n’y a pas égalité dans ’inégalité de Cauchy-Schwarz.

a

D b dz < b—a
onc —
a T vab

Exercice 3. () Soit f :[0,1] — R de classe C! non nulle telle que f(0) = 0.

1) En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz a f(z) = / f'(t) dt, montrer que
0

Vo € [0,1], f*(z) < x/om(f’(t))Q dt.

/0 (o .

2) Montrer: ~=——

(1))? dt
/0 (f()? dt

Correction -
x
1) Soit = € [0,1], d’apreés le théoréme fondamental de I’analyse, / f/(t)dt = f(z) — £(0) = f(z). Puis, d’aprés I'inégalité de Cauchy-
0

sa@l=|[ o < ([ 1dt)% (/Ox(f/(t))th)% - x/E(/Ox(f/(t))zdt)%-

On éléve au carré, cette inégalité ou les deux membres sont positifs, pour obtenir | f2(z) < m/ (f' () dt.

Schwarz,

T
0

1
2) On en déduit pour z € [0,1], f2(z) < m/ (f'(£))2 dt car (f)2 > 0 et d’aprés la relation de Chasles.
0

On intégre cette inégalité par rapport a x,

/01 () da < /()lxdmfol(f’(t))th = %/Ol(f’(t))th-

On peut donc diviser par fol f%(x)dz qui est non nulle par application du théoréme de nullité de I'intégrale ( car f2 est positive,
continue et il existe a € [0,1] tel que f2(a) > 0 car f est non nulle), on obtient I’inégalité voulue.

1
1
Exercice 6. (%) Soit f continue sur [0, 1] et telle que / f(z)dz = > Montrer que f admet un point fixe dans [0, 1].
0

Correction - Posons pour z € [0, 1], g(z) = f(z) — z. Il s’agit de prouver que g s’annule.

1 1
1
Remarquons que: / g(z)de = / f(z)dx — [5:1:2](1) =0.
0 0

g est continue sur [0, 1], comme combinaison linéaire de f et  — x qui le sont.

Meéthode 1 : ou on utilise le TVI. Par I’absurde supposons que g ne s’annule pas, alors g garde un signe constant. En effet si au contraire,
g change de signe on peut poser « et S réels tels que g(a) < 0 et g(8) > 0. Et comme par ailleurs g est continue sur [0, 1] alors d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiares, g s’annule entre « et 8.

1
Comme donce, g garde un signe constant, alors g > 0 (ou g < 0). Comme par ailleurs, / g(t)dt =0 et 0 < 1, alors d’aprés le théoréme de
0

nullité de l'intégrale, g est la fonction nulle. Ce qui est absurde, car on a supposé que g ne s’annule pas (méme raisonnement pour le cas
9<0).
Donc g s’annule, donc | f admet au moins un point fixe dns [0, 1] ‘

1
Méthode 2 : ou on utilise le théoréme de Rolle. On pose G une primitive de g sur [0, 1], alors G(1) — G(0 = / g(z)dax = 0 donc

0
G(1) = G(0). De plus G est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1], alors il existe ¢ €]0, 1 tel que G’(c) = 0 c’est-a-dire g(c) = 0.



Exercice 8. (x) Soient f et g continues sur le segment [a, b] telles que g est positive.

b b
Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] telle que / ft)g(t)dt = f(c)/ g(t) dt.

Correction - Premier cas : si g est la fonction nulle ou si a = b alors f: f(t)g(t)dt = f;g(t) dt = 0 et donc tout ¢ convient.
Second cas : supposons que g n’est pas la fonction nulle et a < b.
f est continue sur le segment [a, b] alors f([a,b]) = [m, M] o m, M sont deux réels.
Donc pour t € [a, b], comme g(t) > 0 alors
mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t).
Donc en intégrant bornes croissantes,

b b b
m [Cowar< [ swgtar< i [gwae

On divise par f: g(t) dt qui est strictement positive par application du théoréme de nullité de l'intégrale (g est continue, a < b, g > 0, il
existe zo € [a,b] tel que g(xzg) > 0) alors

9 (OO

I g(t)at
= a alors il existe c € |a el que M = f(c) c’est-a-dire ’ = f(c ’
Bt comme [m, M] = f([a, b]) alors il existe ¢ € [a,b] tel q ot a — f(c) cest-ad /a F()g(t) dt = f( )/a g(t) dt.

) 2 sinz T sinx
Exercice 9. (xx) Montrer que : / dz > / dz
0

x s X
2

3 sinz si
Correction - Rem : —— dx correspond a l’intégrale du prolongement par continuité de f : x —
T

, ce prolongement est continu
sur le segment [0, 1].
L’inégalité & prouver découle de la décroissance de la fonction g sur [0, 7].

rcosx —sinz
e f est décroissante sur [0,7]. Etudier le signe de la dérivée de f, f'(x) = —_— On étudie le signe du numeérateur en

T
étudiant les variations de x — x cosT — sinx.

El T2
e Pour tout x € [0, 5], f(z) > f(5) = % puis on intégre bornes croissantes, / flz)de > 5= 1.
0 ™
Tr T2
Pour tout z € [§,7], f(z) < f(5) = % puis on intégre bornes croissantes, / flz)dz < 5= 1.
™ T
2

On obtient les inégalités strictes, en appliquant le théoréme de nullité de I'intégrale plutét que la croissance de Uintégrale (juste de
la rédaction).

s . .
2 sinx T sinx
e Donc / dzr > / dx
0 T oz

2

8 ..
. sint 2
Exercice 10. (+x) Montrer que pour tout (a, 3) € (R%)? tel que a < 3, on a / — < —.
[0
«
. . 2 u(t) = ¢ W(t) = - 1
Correction - Soit (o, ) € (R%)? tel que a < 3. On pose t t alors u et v sont de classe C! sur [a, 8] C R* ,
V' (¢) =sin(t) v(t) = — cos(t)
p B cos(t
I= |:——COS(t)j| - ; t2( ) dt
1 B cos(t
= ~3 cos(B) + — cos(ar) — /a Co;( ) dt.
Donc,
1 1 B cos(t
[T] < —|cos(B)| + — | cos(a)| + '/ COSQ( ) dt' (inégalité triangulaire)
18] lot| a t
<3 <z <Jg e ar
<1+1+/Bldt*1+1+{ 1}Bdt*2
B« « 2 B «a tl, «
6 .
Donc / sint < z .
a t @




1
Exercice 14. (%) Soit f continue sur [0, 1] et I,, = / t" f(t)dt.
1) Montrer que (up)nen converge vers 0. 0

2) On suppose de plus f de classe C1. Déterminer la limite de (nuy,)nen.

Lyn gt
1+t

3) Utiliser ce qui précéde pour déterminer la limite et un équivalent de J,, = / dt.
0

1
Correction - Soit f continue sur [0,1] et up = / t" f(¢) dt
0
1) Soit n € N, par majoration en valeur absolue,
1 1
0<lul < [ lif@lae= [ el
0 0

Or f, donc |f| aussi est continue sur le segment [0, 1] donc est bornée. Posons, M = r[na)]( |f]. Donc pour tout ¢t € [0,1], |f(¢)] < M
0,1

et donc t™|f(t)] < Mt™. Par croissance de l'intégrale, il vient:

1 M
un\gM/ " dt = — o
0 n+1ln—+

Donc, par théoréeme d’enacadrement, | limu, =0 |.

2) On suppose de plus f de classe C'.

On pose 4 U0 =IO W (®) =1'(t)
V() =t wu(t) = %ﬂt”‘F

, alors u et v sont de classe C! sur [0, 1],

1
n=|——t"T! t} ttl at
" [ f()0 /f(

n+1 n+1
1
= et de.
- [
1
Donc nu, = f(@) — n / /)t dt. Or, par majoration en valeur absolue,
n+1 n+1Jg

1 1 1
! n+1 !/ n+1 _ ! n+1
o<‘/0 Fyt dt'</0 TAOIL \dtf/o If ()]t + dt.

— 1 donc par opérations sur les limites, | nun, —> f(1) |
n -+ n — +oo n — +oo

t™ dt 1
3) On pose Jn, :/ Tz dt. On a Jp, = uy avec f :t— ? Alors f est de classe C! sur [0,1]. D’aprés 1), .

0

1
Or, comme en 1), on prouve / I @) ttdt — 0. Puis
0 n — 4o0o

b A p— z
D’aprés 2), nJyp . :)roc f(1) =2 donc nJy, ol 2 donc | Jp, fodimgl
Exercice 16. (x) Déterminer les limites suivantes:
2z 2
dt " Int
1) lim — i .
) z—=+oo [ Int 3) IEIJIrloo s 14+ 4 dt
2z 1
t
2) lim ﬂd 4) lim [ 21+ 222de.
xr——+00 . x—0 0

Correction -
1 1

S~ ST
In(2z) ~ In(¢) ~ In(x)

/21 dt /21 dt /21 dt z /21 dt @
< —— < donc < —— < .
« In(2z) z In(t) z In(z) In(2z) « In(t)  In(x)

T T x
r = ~ — 0 par croissances comparées et —
In(2z) (2)+1H($) +oo In(z) =400 P P ln(x) z—+00

2z
x—>+<><>/ ln(t

Par croissance de ’intégrale

1
1) Soit z > 0, t € [z,2z]. L’application n étant décroissante sur R* | alors
n

0. Donc, par théoréme d’encadrement




W =1 W =—
2) Soit z > 0. On pose t t alors u et v sont de classe C! sur [z, 2x] C R%,
v/ (t) = sin(t) wv(t) = —cos(t)

In— [—% cos(t)] ix - /z eost)

$2
cos(t)

2 dt.

1 1 2z
= ——cos(2z) + — cos(z) — /
2x x z
Puis

1
e 0< ‘— cos(2x)
2z

1 1
—|cos(2z)| < — — 0.
2z 2x z—+oo

1
Donc par théoréme d’encadrement — cos(2z) — 0.
2z T—+400

1
e De méme —cos(z) — 0.
x r—+o00o

e Puis, par majoration en valeur absolue puis croissance de l’intégrale,

2z 2z 2z
0< cost) gy < [eos®)] 4, < Lt 0.
= 12 = 12 z T2 T z—+oo

l

2T sint
Donc par opérations sur les limites, | lim —dt=0
r—+oo z
3) Soit z > 0, t € [z, 2z], alors
1 1 1
In(z) < In(t) < In(2z) et

< < .
1+ 1624 ~ 144~ 14+at
Donc comme toutes les quantités sont positives, on fait le produit puis on intégre bornes croissantes,

Inxz Int In(2z) L rlnx 2z In¢ z In(2z)
< < donc en intégrant < < .
14+16z4 ~ 1+¢* 1424 1+ 16x4 s 1+ttt 14 24
1 1 In(2 In(2 1 1
Puis _rnr 1T — 0 par croissances comparées. Et zIn(2z) =z n@) +zn(@) -~ 22 — 0.
1+ 16x% +o0 1623 z—+oo 1+ 24 14+ x4 Loo 23 zotoo

2z Int
Donc par théoréme d’encadrement, / dt — 0|
z 1+ t4 z— 400

Exercice 17. (xx) Montrer qu’au voisinage de +o0, / In(lnt)dt ~ zln(lnz).
e

—+o0

Correction - Préliminaire : un encadrement ne donne rien donc on tente autre chose...
Une intégration par parties, (en vous laissant deviner les fonctions posées et rédiger), donne tout d’abord

/ In(Int)dt = zIn(lnz) — / dt
e e

Int’
rodt
Reste a prouver que — = 04o(zIn(Inx)).
e Int

1 1
Soit z > e, t € [e,z], 1Int < Inz, donc e < — < 1 et donc en intégrant bornes croissantes

nz Int
/I dt
— @ — Tnt —
z eg/ﬁgx—e donc r—¢ < elnt< z e.
Inz e Int zlnzln(lnz) = zln(lnz) ~ zln(lnz)
* o dt
T—e 1 T—e 1 . Int .
r ~ — Oet ~ — 0 donc par théoréme d’encadrement —&——— 0 ce qui
zlnzln(lnz) +oo Inzln(lnz) z—+oc zln(lnz) +oo In(lnz) z—+oo zln(lnz) z—+oc
prouve comme voulu / — = 04o0o(zIn(Inz)). et donc / In(Int)dt ~ zln(lnz) |
e Int e +o0
. . B} Todt 2x
Exercice 18. (xx) Soient x et a deux réels tels que : > a > e. Montrer que : nt <z
. In nx

Correction - Préliminaire :
e on essaye d’abord une majoration en majorant l'intégrande...Pas concluant.
e on essaye ensuite une intégration par parties, puis des des majorations. Pas concluant non plus...

e on essaye enfin une étude de fonction (cf. ci-dessus)



2x z dt
On pose pour z > a > e, f(z) = ha / It f est dérivable sur ]a,+oo[ comme différence de z li—’; qui I’est par quotient de
nx o In

1

o et pour z > a,

T dt
fonctions usuelles et x — / ot que ’on reconnait comme une primitive de x >
n
a

2
(@) 2Inz — 2 1 Inz —2 e ° +oo
rH=——==——".
(Inz)? Inz  In(z)? I’ + o -

Donc f'(z) > 0 < = > e? d’oii le tableau de variations de f. i \ f(e2) /

ot dt
Reste a prouver que f(e2) >0. Or f(e2) — 2 7/ n

o In

Pour montrer cette inégalité on passe par une autre étude de fonction. On pose pour z > a > e, g(z) = = — fz 4t g est dérivable sur

a Int’
[a, 400 avec
1 1 -1
g/(x)zl__:%>0.
Inz Inz

rodt 2
Donc g est croissante sur [a, +00][, or g(a) = a > 0 donc g > 0 donc g(e?) > 0 donc f(e?) > 0 donc f > 0 et donc / o < 1_2: .
o In nx

2x dt

. VEE+T1

Exercice 21. (%) Pour tout « € R, on pose f(z) =

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.

2) Etudier la parité de f.

4

)
)
3) Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.
) En déduire les variations de f.

)

5) A l'aide d’un encadrement, déterminer les limites de f en 4-oo.

2z dt
Correction - Pour tout € R, on pose f(z) = /

« VHEF1

1 1
1) Posons g :t+— ———— = (t* +1)72.
) NGES ( )
1
t — t* + 1 est continue sur R & valeur dans R% et t+— ¢~ 2 est continue sur R .
Donc par composition, g est continue sur R.

Pourtoutz e R,z € Dy & rcRet 2 e Rz R
Donc|f est définie sur R|.

2) Soit z € R,
sem= [ [T S onapese =
—z) = = on a posé t = —u
—x t4 +1 x (*U)4 +1 P
2z du
= - B = —f(x) | Donc f est impaire |

3) Posons G une primitive de g sur R. Alors pour tout z € R,
flz) = G(2z) — G(x).
Or z — 2z est dérivable sur R (& valeurs dans R) et G est dérivable sur R. Donc par composition, puis par différence, f est dérivable
sur R. Soit z € R,
2 1

f’(x) = 2Gl(233) - G,(I) = \/W - 1 :

4) Puis pour z € R,

2 1 4 1
() > 0< > = > tout est positif et ¢ — ¢2 est croissante sur R
(@) V8zxA+1 Vzt+1 8zt +1 2441 ( p +)
1 1
3 31 31
¢>4(x4+1)28x4+1¢>4x4<3¢>m2<£<:>——<x<—.
2 2 V2

D’ou le tableau de variations.
5) Soit & > 0 et ¢ € [z, 2] alors:
1+zt <14+t <148z

donc  V1+2%*<V1+t*<V/1+8z% (la fonction racine est croissante sur R )

1 1 1
d’ou > > (la fonction inverse est décroissante sur Ry ).

Vi+zt T V14t T V1482t




Par croissance de l'intégrale:

2c —x > f(@) > 2c —x d T > f@) > T
—_— 2 f(7) 2 YV—— onc Yz J\T) 2 Y
V14 xt V14 824 V14t V14 8x4

T T 1 T T 1
Or — ~ —=- — Oet ~ = — 0. Donc par théoréme d’encadrement, | lim z)=0|
VAl +:B4 +oo /g4 T T—+oo val +81-4 +oo 8x4 2\/533 T ——+o00 p T—+o00 f( )

Par imparité de f,| lim f(z)=0|
Tr—r — 00

br _:
. . . sint b
Exercice 22. (xx) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer que / - dt — In(-).
ax z— a
. br gint
Correction - Pour z € R*, posons f(z) = e a dt.
ax
Pour ¢ au voisinage de 0, sint = ¢ + o(t2) donc
sint 1 1
= — 1) = — U .
2 . +o(1) n + h(t) ol h(t) = 0
Alors h est prolongeable par continuité en 0 en posant h(0) = 0.
int 1
Notons que par ailleurs, h(t) = % -~ donc h est continue sur R*. Et donc h est continue sur R.
Ensuite, pour x € R*,
bx 1 bz 1 bx b bx
F@) = / L h@at= / ! dt+/ h(t)dt = In(2) +/ h(t) dt.
ar t axr t ar a ax

Comme h est continue sur R, on pose H une primitive de h sur R,
b
flz) = ln(;) + H(bx) — H(ax).
On fait tendre z vers 0, par continuité de H en 0,

£(&) = (2) + H(O) = H(O) = In(2).

Exercice 23. (%) Soit f une fonction continue sur R et g la fonction définie par g(x) = / ft+ x)dt.
0

Montrer que g est de classe C! sur R et calculer I’expression de g¢'.

Correction - NB : la difficulté réside dans le fait que x est présent dans lintégrande, il faut donc se ramener & des choses que l’on
v(x)

sait faire en faisant en sorte par exemple que x ne soit que dans les bornes pour se ramener a / h(t)dt que Uon sait traiter. Un
u(z

changement de variable permet d’y parvenir.

Soit = € R fixé. On pose u = t + x dans ’'intégrale foz f(t + x)dt, alors

2z
@) = [ fu)du.

x

On pose alors F' une primitive sur R de f (continue sur R), de sorte que :

Vz € R, g(z) = F(2z) — F(x).

Puis par opérations sur les fonctions de classe C!, | g est de classe C! sur R ‘ avec : ‘ Vz € R, ¢'(z) = 2F'(2z) — F'(x) = 2f(2z) — f(z).

Exercice 24. () Soient f : R — R de classe C! et F': R* — R définie par

VzeR*, F(a)= %/m F(1) dt.

1) Montrer que F peut étre prolongée par continuité en 0. On note encore F' ce prolongement.
2) Montrer que F' est dérivable sur R* et exprimer F’(z) a 'aide d’une intégrale.

3) Montrer que F' est dérivable en 0 et déterminer F’(0).

Correction - Notons ¢ une primitive de f sur R (existe car f continue)



1) Pour z € R*,
F(@) = 5 (ol@) — $(-2))
Or ¢ est dérivable en 0, on peut écrire son DL1(0),
#l2) = 9(0) + 2/ (0) + o(z) = p(0) +21(0) +o(a)
Donc

F(z) = i(“’(o) + 2¢'(0) = (#(0) — 2¢'(0)) + o(x)) = £(0) + o(1).

Donc F(z) - f(0) donc F est prolongeable par continuité en posant | F(0) = f(0) |
z—

2) Pour z € R*, F(z) = i(go(x) — ¢(—z)). Comme ¢ est dérivable sur R alors par opérations | F est dérivable sur R* |
Puis aprés calculs,

f@) + f(-2) — 2F (@) |

Vo € RY, F'(z) =
2x

3) Pour z € R*,
F(a) — F(0) _

= = s [0 soya= oz [T m@a o w0 0

- L tf'(0)dt+ ! /z th(t)dt
T2 ), 222 J_,
N’

=0

1 T
=— th(t) dt.
222 e ( )

Soit € > 0, comme h(t) " 0 alors posons § > 0 tel que
—

Vi€ [=6,8], |h(t)e.

x
‘/ th(t) dt‘ / tlh(t)| dt << e/ |t| dt = ex?.

On prend z > 0, ]0, 4], alors

Donc P
@-FO|_1_
z—0 2
Donc
F@) - FO)
xz—0 z—0

Donc ‘ F est dérivable en 0 avec F’(0) =0 |

Exercice 26. (x) Calculer les limites des suites définies par les termes généraux suivants

2n k pn 1
- 2 — ou p € N*.
Ippee ) St ou
k=1 k=n
Correction -

2n
k
1) On pose pour n € N* S, = kz::l S Alors

ok "k
=S =Ty, ot Th= .
kX::l @n? | g 2= + k2

On a donc

B

n—1
2:: ’E)*“w: Zf( oit f(:v):%+$2.

f est continue sur [0, 1] donc d’aprés le théoréme sur les sommes de Rlemann,

1n—1 k 1 B 1 1 ) 17 1
;I;)f(;)njoo/o f@)ds = [J( +o%)] =Jms.

3|’—‘
»blb—‘

1
Donc T, — —1Inb5et donc|S, =Ts, — %1n5 R
2 n——+oo

n—-+oo
pn
2) On pose pour n € N* S, = Z % ot p € N*. On effectue le changement d’indice, j = k — n,
k=n
(p—1)n 1 (p—1)n 1 n
Sn = Z T Z T nlp—1) =Tnp-1) oU Z n_
j=0 J =0 i+ 7=0 -



On a donc
17 1 . 1
A @ e

f est continue sur [0, 1] donc d’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann,

JX;)n—’—_ n+—

1= 1 e 1 1
— E f(=) — / flz)dz = |:ln(m+7):| =In(l+ ——) —In( ) =1Inp.
nigon n—+oo Jg p—17]g p—1 p—1

Donc Tn, nI)m Inp et donc | Sp =T(p_1)n n~>+oo Inp |

Exercice 27. (V) Soit f € C([0,1],R). Montrer I'inégalité

f‘ < / |f] & Taide sommes de Riemann.
0

Correction - Soit f € C([0, 1], R). Posons pour tout n € N,

n—1 n—1
Su =~ flan) To =23 |fl(n):
" k=0 " k=0

Tout d’abord, d’aprés I'inégalité triangulaire, |Sn| < Th. (*). Par ailleurs, d’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann,

1 1
Sn — / f(x)dz Tn — / |fl(x) dz
n — +oo 0 n — 4oo 0

1
</0 ()] da |

Donc, le passage a la limite de I'inégalité (*) donne z) dz

Exercice 28. (x) En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de S,, = Z Vk.

Correction - Soit n € N*,
- 1<k
Sn=> VEk=nyn=Y /-
n n
k=1 k=1
La fonction z — /z est continue sur [0, 1], donc d’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann,

1< [k 1 2 3]t 2 L&
— E PR / Vzdz = |:_$%i| = — donc - E
nk:l n n — 4oo 0 3 0 3 n

k=1

%
82
OOIN

Donc | S, ~ %n\/ﬁ

Exercice 29. (x * x) Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que f est positive.

Calculer la limite de S Z f < > <1 + k:)
n

n—1
Correction - Préliminaire: ’exercice aurait été facile si au lieu de S, on avait eu T, = — 5 (— g | — ), car dans ce cas une simple
n n
k=0

1
application du théoréme sur les sommes de Riemann aurait prouvé que Th T / f(®)g(t) dt.
n——+00 0

Notons que Sy, et Ty, sont voisines, on va donc chercher a estimer la différence.

Pour n € N,
2 () () 2 () () (7))

O )] o

Or g est continue sur le SEGMENT [0, 1] donc est uniformément continue, d’aprés le théoréme de Heine.
Soit € > 0, posons § > 0 tel que

n—1

1
Sp—Ta| < =
S — T n};}

V(z,y) €10,1]%, |z—y|<d=lg(x) —gly)| <e  (xx).



k+1 k

n n

1
= — < ¢ et donc d’aprés (xx),

Posons N € N* tel que % < J, et prenons n > N, alors pour tout 0 < k<n—1,0n a

o (5 -3l ==

On reporte dans (*), on a donc pour n > N,

1, [k
1Sn =Tl <e= > f(—)’.
n = n
1k 1
Enfin — Z f (—) est bornée par un K € Ry, car admet une limite finie (/ | f| d’aprés la théoréme sur les sommes de Riemann) alors
n n 0

k=0
Vn >N, |Sn—Th| < Ke.

1
On retrouve donc la définition de S, — T, — 0. Finalement en revenant a Sy, = Tn + (Sn — Tn) et donc | S, —> / ft)g(t)dt |
n—+o0o n—+oo /g

k .2k

: . — (-1 .
Exercice 31. (V) Soit z € R. On pose pour n € N, S, = kz_o % Montrer que: ngrfoo S, = cosx.

Correction - Soit € R, n € N. On applique 'inégalité de Taylor-Lagrange & 1’ordre 2n + 1 (cos est de classe C2"+! sur R) & la fonction
cos en 0:

n k .2k 2n+1 2n+41
-1 -0
|cos(xz) — Sn(x)| = |cos(z) — E (=" = =] max |cos(™ 1) | < L
=0 (2k)' (2n + 1)! [0,z]ou[z,0] (2n + 1)!
Or % . jroc 0 par croissances comparées. Finalement, ngrfoo Sp =cosz |

Exercice 32. (x) Soient f : R — R de classe C? et a € R.

Déterminer
L flath) = 2f() + fla—h)
h—0 h2

Correction - Application simple de la formule de Taylor Young, on trouve : f”(a). Calculs laissés au lecteur.

Exercice 33. (x*) Soient f : R — R de classe C? telles que f et f” soient bornées. On pose

My = sup | f(z)] My = sup | f'(z)| M = sup|f"(z)|.
z€R z€R z€R

1) Déterminer 'existence de My et Ms.

2) Soit z € R, montrer que pour tout h > 0,

Correction -
1) Découle de f et f”” bornées sur R.
2) On utilise la formule de Taylor avec reste intégral,

x+h
Fla+h) = f(2) + hf' () + / P @+h—t)dt Cest-adite  hf(z) = f(z+h) — f(z) — /

x T

x+h
" (@) (z + h —t)dt.

Donc par inégalité triangulaire et majoration en valeur absolue (z < z + h) :

z+h x+h
@] < i@+ 0+ @1+ [ 1 Olle+h—dae <2+ [T @ h -0
x x

On calcule 'intégrale

x+h 1 h2
/ (t+h—t)dt = [-=(z +h —1)%]2Th = —,
x 2 2
D’ou
h? oMy hM:
hlf'(z)| < 2Mo + EMQ Clest-a-dire | |f'(z)| < TO + 5 2|




3) On fixe h > 0. L’inégalité ci-dessus est vraie pour tout z € R, donc

< 2My " hMa>

My < 5 ce pour tout h > 0.

On pose la fonction g(h) = % + % une simple étude de cette fonction montre qu’elle admet un minimum en h = 2 AMT;” ce

minimum vaut 2/ MqgMs.

On prend donc h = 2 AM—I;) dans l'inégalité ci-dessus, pour obtenir

2n
. . - . .9 1
Exercice 34. (x *x x) Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = g sin? ﬁ
k=n

On commencera par linéariser sin® & puis on transformera lexpression a Uaide de la formule de Taylor a Uordre 2.

Correction - Préliminaire : on pense évidemment & une somme de Riemann. La difficulté réside dans le fait que I’on ne peut “rentrer”
1
2 _— par

1 k
le — dans sin pour donner un sin —, il n’y a pas de formule sur le sinus qui permet de faire ¢a. L’idée est donc de remplacer sin 7
n n k
une expression qui permettrait de faire apparaitre une somme de Riemann et dans le méme temps pouvoir controler I’erreur commise. La

formule de Taylor permet de faire tout ¢a !

1-— 2
Pour z € R, sin’z = w or d’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange, pour u € R,
2 3 3
cos(u) — 1+ - < z sup |cos® | < -
2 6 0. 6
Avec u = 2z,
423 1 — cos(2 2 223
|cos(2z) —1+4222%| < 2 done 1—cos(22) z2| < 2 est-a-dire sin?z — 22| < <
3 2 3 3
Conclusion,
.2 2 .2 2 N 223
sin“z = z° + (sin“z — z“) ou 0<|h(m)\<T.
| —
h(z)
Soit n € N,
2n 1 2 1 2n 1 2n 1
Uy = — ) +h(—=) = —+ h(—).
" ,;(\/E) v ;;Lk ,;L %
=Sn =Ty

n n 1
1 1 1 1 1
Sn = =— - + = — / ——dxz =1n2.
" Z nZ%+1 2n n—+oo Jo 142

7=0 7=0
Pour T}, on majore en valeur absolue, en exploitant |h(x)| < %
2n 2n
1 2 1
ml< Y |mgp < 30
k=n \/E k=n 3 k\/E
2n 2 1
< Z_- 3 1 1
< Z 3 v (en majorant chaque WUk Par n\/ﬁ)
k=n
< 2 —
= 3y n—too

Donc T, — 0.

n — +oo

Bilan : | limy 4o un =1n2 |
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