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Exercice 5. (x) Etudier la nature des séries suivantes et dans le cas de convergence, calculer la somme.
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neN

Correction -
1) Soit n € N,
1 n—+yn—+1
= _Yn =VanTi-va
vn+vn+1 n—(n+1)

On pose pour n € N* S, = Z ug, alors on reconnait un téléscopage, pour n € N,

Un

k=0
Sn=vVn+1—-V0=vn+1 — oo.
n—-+oo
Donc Zun diverge |-
2) Soit n € N*,
1 nyn+l—(n+1)yn n/n+1-—(n+1)v/n 1 N 1
Up = = — - _ -~
" nvntil4+(m+Dyvr n2(n+1)—(n+1)2n —n(n+1) Vn+1l  /n
n
On pose pour n € N* S, = Z vg, alors on reconnait un téléscopage, pour n € N*|
k=1
Sn=1 ! — 1
" vn+1 n—+co '

Donc E un, converge de somme |
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Exercice 6. (x) Montrer que la série g In (2—1) converge et calculer la somme.
n2 —
n=2

2
n
Correction - Pour n > 2, on pose up =In| ———— |, alors
n2 —1

up =2Inn —In(n — 1) —In(n + 1) = (In(n) — In(n — 1)) + (In(n) — In(n + 1)).
Puis, on calcule la somme partielle en faisant apparaitre un téléscopage,

n

— In2.
n+1 n—+oo

Sn = z": ur = In(n) —In(1) + In(2) — In(n+ 1) = In(2) + In
k=2

Donc, | la série E up, converge de somme In 2 |.
nz2

Exercice 7. () Soit 2 €]0, 5. Montrer que Z In (cos ( - )) converge et calculer sa somme.

2n

On pourra utiliser sin(2a) = ....7

Correction - On pose un, = In (cos (%))
sin(2a)
2sina

Uup = In <W> =In (2"_1 sin( 2nx71 )) —In (2” sin(%)) .

27 sin( 57 )

avec a = =%, donc

On utilise sin(2a) = 2sina cos a c’est-a-dire cos(a) = 5%

On met donc en oeuvre un téléscopage, [mise en oeuvre classique/, pour prouver que ‘ la série converge de somme In(sinz) — In(z) |-

Exercice 11. (%) Soit g Uy, une série a termes positifs, convergente. Montrer que les séries de terme général suivant
sont convergentes.

1) u 9 Vo

1
On pourra utiliser I'inégalité zy < — (22 + y?) aprés avoir justifié
g Yy 2 Yy J



Correction -
1) La série Zun converge donc u, —> 0, donc 0 < up < 1 & partir d’un certain rang N. Donc, pour tout n > N,

n — +oo

Oéuigun.

De plus les séries Zun et Zui sont & termes positifs, donc par comparaison des SATP, Z u% converge |.

1
2) Notons que pour x,y, réels, (x —y)? > 0 donc 2 + 32 > 2xy c’est-a-dire zy < 5(:1:2 +42).

1
Que l'on applique ici avec © = \/un, et y = —,
n

Un 1 11
< S+ = —.
n 2un+2n2

On conclut classiquement par application d’un théoréme de comparaison des SATP avec inégalités [laissé au lecteur].

Exercice 12. (xx) Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites a termes strictement positifs telles qu’il existe N € N* tel

que :
Un+41 Un+1
—_— < —.

Un Un,

Vn > N,
On suppose que Zvn converge. Montrer que Zun converge.

Correction - L’inégalité se réécrit
Un4+1 _ U
Vn > N, Un+1 < -
Un+1 Un

. U L . . . uo
La suite (—n) est donc décroissante, elle est donc majorée par son premier terme M = —. Et donc
Un vo

Vn>= N, up< Muog.

Puis comme E vp, est convergente, alors par opérations, E Mwvy, est convergente.

Les séries E vy, €t E un, sont des séries & termes positifs, par conséquent 5 up converge.

Exercice 14. (x)Autre preuve de CV des séries de Riemann Soit o € R\ {1}.

1 1 a—1

1) Mont — ~ .

) Montrer que, T g 1)al f% e
. . 1 . . .
2) En déduire que la série g — converge si a > 1 et diverge si v < 1.
n
neN*

Correction -
1)

1 1 1 L 1 1 L - 1\1-@ 1 % (o 1) 1

— = — = — — ~N — o — —.

noa—1 (n+1)a—1 no—1 (1+ l)afl na—1 n +oo po—l n
n

On a utilisé (1+u)571r(\)zﬁuavecﬁzlfaetu:% — 0. Donc,

n — +oo

1 1 a—1
ne=l  (n+1)a=1 400 na |

2) On veut appliquer la comparaison des SATP a ’aide d’équivalents.

e Equivalent. D’aprés 1), on déduit

1 1 1 1
ne +oo a—1 \no=1  (n41)e-1 /)"

=an
e Ce sont des SATP. On étudie le signe de a,. Pour n € N*, n < n+ 1 donc n;-H < % Comme t — t*~1 est croissante si
1 1 1 1
«a > 1 et décroissante si o < 1, alors < sia>1et > si @ < 1. Donc par multiplication
nafl (n_’_l)afl nafl (n+ 1)(171
1
par 1>Osia>1et<Osia<1alorsan>0.
a—
1
Donc Z — et Z an, sont des SATP.
neN* neN*



n
e Convergence de E ar. On reconnait une série téléscopique. On pose alors pour n € N*, S, = E ay, alors

neEN* k=1
n
1 1 1 1 1
Sn = Z ( 1 1) = (1 - 1) :
o a—1\kem (k+1)>— a—1 (n+ 1)~
1 . 1 . s - .
Or W :)r Osia>1et ('1‘71)0‘ :) 400 si @ < 1 donc par opérations sur les limites, (Sy) converge si o > 1
n n oo n n )

et diverge si a < 1.
Par conséquent, la série Z apn converge si a > 1 et diverge si o < 1.
neN*

1
e Conclusions. Par comparasion des SATP, Z — converge si o > 1 et diverge si a < 1 |
neN*

. . n!
Exercice 18. (x)Formule de Stirling On pose pour tout n € N : u, = —e" et v, =
n

Bl

1) Montrer que : In(un4+1) — In(uy,) = o + O(ﬁ)

2) En déduire la nature de la série Z(ln(vnH) — In(vy)).

3) Conclure.

Correction -
1) Soit n € N,
_ (n + 1)' n+1 n' n _ (n + 1)' n+1 nn
In(un+1) — In(un) =1In (W e —1In o e ) =In m e Ton
n n n+1 1 1 1 1
:ln(e(n+1) ) zlfnln(T) zlfnln(lJr;) zlfn(gfﬁJrO(ﬁ))
1 1
In(unt1) —In(un) = — + O(—
2n n?
2) Soit n € N,

In(vp41) — In(vn) = In(up+1) — In(un) — (In(v/n + 1) — In(y/n))
— In(un41) ~ ) = 3101+ 5) = 5400 — (-4 0())

:o(1

n2

).

1
Or Z 3 converge, donc d’aprés un théoréme de comparaison du cours, | la série Z(ln(vn_H) — In(vn)) converge absolument, donc converge |.

3) Par conséquent, la série Z(ln(v,hq) — In(vn)) étant téléscopique, on déduit que la suite (In(vn)) converge, notons [ la limite, donc
!
v, —> eb

n — +oo

On note C = e, on a donc C # 0, on en déduit Un C et donc uy, ~ Cy/n et donc|n! ~ C<E>n\/ﬁ
\/ﬁ +oo +o0 too

Exercice 19. (xx)Sommation des équivalents Soient (un)nen €t (vn)neny deux suites a termes strictement positifs
définies a partir d’'un rang N, telles que Z Up et > vy, divergent.
On suppose : U, ~ Uy

n

n
1) Montrer que : Z Up ~ Z vg. Utiliser la définition de la limite avec les €.
k=N k=N

2) Application 1. Montrer que I'on retrouve alors le théoréme de Cesaro.

~ Inn.

el

n
3) Application 2. En déterminant un équivalent simple de In(n 4 1) — In(n) retrouver que Z
k=1

4) Si Z Uy, €t Z v, convergent, montrer que ce sont les restes qui sont équivalents.




Correction -

1) On montrer que ——— — 1. On calcule pour cela
n — +oo
>
k=N
n n n
> > (uk —vk) D (uk —vk)
k=N k=N k=N
ap = — 1| = =
n n n
D > >
k=N k=N k=N
n
Dk — vkl
< k=N - (inég. triangulaire au numérateur, la somme est positive au dénominateur)
D
k=N

. Un < . Un — Un
Puis up, ~ vy donc — — 1 c’est-a-dire — — 0.
—+oo

Up n — +oo Un n — +oo
—v . N .
Soit € > 0, posons N1 > N, tel que pour tout n > Ny, Un 7 Un < e donc |up — vn| < €lvn|. On peut donc continuer & majorer ay,
Un
Ny—1 n Np—1 n
E |’U,k7'l}k| E Iuk_vk‘ E ‘ukka| Z EVk
k:Nl k=N k=N
an < n n < n n
Z P D vk > v
k=N k=N k=N k=N
n n
Comme les v sont positifs et N7 > N alors E E Vg -
k=N; k=N

Puis, comme la série ka diverge alors Z Vg —+> 400, donc posons N2 tel que
n— oo

k=N
Ni—1
D> fun — vl
k=N

Vn > Na, < e (notons que le numérateur est indépendant de n).

>
k=N

Finalement, en revenant a la majoration de ay, on obtient pour n > Na,

n n
On a donc prouvé ap, —> 0, et donc Z Up ~ Z Vg

n — +4oo

2) Posons (un)nen+ une suite de limite [ € R+ (on peut supposer | > 0 qui a prendre —un) alors un e l. Avec v, = [ pour tout
oo

n € N*, on a bien Z v, diverge et a termes positifs donc d’aprés la question 1

n n n
1
E Il c’est-a-dire E ug ~ nl donc — 5 up ~ .
k=1 k=1 ¥ oo " k=1 ¥ oo

On retrouve donc le théoréme de Cesaro.

3) In(n+ 1) —In(n) =In(1+ 3) ~ L.

Pjs

k=1

1
La série Z — diverge et est a terme positifs, on peut donc appliquer 1,
n

n n

1 n
> (n(k+1)—In(k)) ~ > — cest-adire In(n+1)—In(l Z
k=1 too ik k=1

==

n
Orln(n+1)=Inn+In(1+ %) e Inn donc E
oo

4) Méthode similaire a celle de 1), a adapter.



