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Exercice

1. (a) La variable S,, représente donc le nombre de boules rouges obtenues au cours des n tirages.
On a alors évidemment S, (Q2) C [0, n].
Et en fait il s’agit méme d’une égalité puisque pour k € [0, n], on peut tout a fait avoir k boules rouges
lors des k premiers tirages, puis uniquement des boules blanches.

(b) Sic =0, alors le contenu de 'urne ne change pas au cours des tirages : il y a toujours a boules blanches
et b boules rouges, si bien qu’a chaque tirage la probabilité d’obtenir une boule rouge est aLer

Et par indépendance des tirages, S, ~ B (n, b_%a).

2. (a) Utilisons le systéme complet d’événements {[Sy = i],0 < i < k}. Alors
k
P(Xpp1=1) =Y P(Sk = i)Ps,—y(Xp41 = 1).
i=0

Mais sachant [Sy, = i] réalisé, au moment du (k + 1)°™¢ tirage, 'urne contient a + b+ kc boules, dont b+ ic

sont rouges. Et donc la probabilité d’obtenir une boule rouge est ai'lff}w. Ainsi,
a b+ ic
P(Xp1=1)= ZP(Sk = i)m
i=0 )
a—i—b—i—kc( ZP ;iP(Ski)>
~ e 0 B - %Eﬁ)

(b) On a, en notant éventuellement Sy = 0 (dans le cas ou k = 0)

b-i—CE(Sk) b—l—CE(Sk_l +Xk)
P(X =1)= =
(Xt ) a+b+ke a+b+ ke
- b+CE(Sk,1) CE(Xk)

a+b+ ke a+b+ ke

a+b+ (k—1)c cP(Xr=1)
_ETOT W T ey, — ) SR T D)
at b ke PEe=D+ o
a+b+ ke
=—— P X, =1)=P(Xr =1).
a+b+ ke (X ) (X )

(c) Puisque les X}, sont des indicatrices, elles ne prennent que les valeurs 0 et 1, et donc suivent des lois de
Bernoulli. Et la question précédente prouve donc qu’elles suivent toutes la méme loi de Bernoulli. On a

en particulier P(X; =1) = a%_b, et donc X, suit la loi de Bernoulli B (%).
On en déduit notamment que E(X,,) = a_+b et V(X,) = a+b (1 - a_+b) = (ai%)z.
3. Par linéarité de ’espérance, on a donc
- b
=Y E(X) = nE(X)) = —.
— a+b

4. (a) L’événement obtenir k rouges puis n — k blanches est ’événement A = ﬂle[Xi = 1Ny [Xi = 0.



Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(A) =P(X; =1)Pix,— (X2 = 1) Px,—1]n-nix,_,=1] (X = 1)
X Pix,—1jn--nxe_1=1] (Xx+1 = 0) - Prx,—1jn..npx, =0 (Xn = 0)

b b+c b+ (k—1)c a a+(n—k—1)c
at+bat+b+c a+tb+(k—1)c a+b+(k—1c a+b+(n—1)c
_ m(b,k)m(a,n — k)
~ 7wla+bn)

(b) Si on raisonne comme & la question précédente, les seuls termes qui vont changer vont étre le k°™ et le
(k 4+ 1)%me qui vont étre remplacés respectivement par
a b+ (k—1)c
e .
a+b+ (kE—1)c a+b+ ke

Ceci ne change pas le produit, et donc la probabilité d’obtenir d’abord k — 1 rouges, puis une blanche, puis
une rouge, puis des blanches est la méme que celle calculée a la question précédente.

(c¢) Plus généralement, le méme raisonnement prouve que tout échange d’un tirage donnant une boule blanche
avec un tirage donnant une boule rouge ne change pas la probabilité. Et plus généralement, si (i1,...,iy)
est un n-uplet d’éléments de {0, 1} comportant exactement k 1, alors

d

Mais si on note Ey = {(i1,...,4n) € {0,1}™ | 41 + -+ + i, = k} Pensemble des n-uplets comportant

exactement k fois 1, alors
[Sn = k] = U (ﬂ[Xp ip])

(i1,..,in)EEL \p=1

=8
(DL

.\ 7w k)m(a,n — k)
X Zp]) ~ wla+bn)

I'union étant disjointe. Donc

P(S,=k= > P ((n] X, = z'p]> _ Card(By) TR n = k).

(irrrim)€E,  \p=1 m(a+bn)

Puisque choisir un élément de Ej, revient a choisir la position des 1, on a donc Card(E}) = (Z) et donc

- ()t

(d) Dans le cas trés particulierot a =b=c=1,onan(i,j) =i(i+1)---(i+j— 1), et donc

n(b,k)r(a,n —k) 11+1)---(1+k—-1)-1(14+1)---(1+n—k—1) kl(n—k)!
mla+bmn) 2x3%x--x(24+n—1)  (n+1)!

o (n\E(n—=Fk)! 1
P(Sn_k)_(k) (n+1Dn!  n+1°

si bien que

Et donc S, suit la loi uniforme sur [0, n].

(e) Le plus simple est de remarquer que puisque S, est & valeurs dans [0, n], alors Y, P(S, = k) = P(Q) = 1.
Soit encore

>

k=0

(Z) mbRmlan = k) o done ,;) (Z)”“” k)m(a,n — k) = m(a+b,n).

7w(a+b,n)

5. Soit n > 2.

(a) Il n’y a & peu prés rien a dire, il suffit de sortir les deux premiers termes du produit.



(b) Par la formule de transfert,

n n

B(S2 = S,) = B(Su(Sn — 1) = > k(h— DP(S, = k) = > k(k — 1)P(S,
k=0 s
N m > k(k—1) <Z)7r(b, k)m(a,n — k).

k=2

Les termes de la somme pour £ =0 et k£ = 1 sont nuls.
Commengons par appliquer deux fois la formule dite adu capitaine : pour k > 2

kz(k—l)(:) :n(kz—l)(ZD :n(n—Q)(Zz).

Et donc
E(Si—Sn):%é(kg)wbk) w(a,n — k)
_ a”+b1n§< 2>7rbi+2)7r(a,n2i)
:%nj (nZ_,2)b(b+c)7r(b+20,i)7r(a,n—2—i)
%g(ni2>ﬁ(b+2c,i)w(a,n2i)
%w( L bt 2en - 2)
n(n — 1)b(b + ¢)

= b+ 2 -2
(a—l—b)(a—i—b—l—c)7r(a—|—b—i—2c,n—2)7r(aJr +2en=2)

_ n(n—1)bb+c)
(a+b)la+b+c)

(c) Par la formule de Huygens,

V(Sn) = E(Sr%) - E(Sn)2 = E(Ser —Sn) + E(Sn) - E(Sn)2

n(n —1)b(b+ c) nb n2b2
T (a+b(a+b+c)  a+b (a+b)?
- (a+b)2&b+b+c) ((n=1)(b+c)(a+b) + (a+b+c)atd) —nbb+c))
= o b)2(7;b+ 59 (na(b+ c) + a(a + b) — nab)

_ nab(a+ b+ nc)
(a+b)2(at+b+c)




