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Exercice 1

———— Partie | - Propriétés de la suite (v,)

D) [r=0]et|r2=1][rs=2]

2) On suppose dans cette question que n = 4.
-a- Pour dénombrer les bijections de S4 ayant exactement deux points fixes:
4
e on choisit les deux points fixes: <2> = 6 choix

e 1 choix pour leur image

e reste & construire une bijection sans point fixe entre les deux éléments restants: v = 1 choix

Au final | 6 bijections de S4 ayant exactement deux points fixes |

-b- Pour dénombrer les bijections de S; ayant exactement un point fixe:
e on choisit le point fixe: 4 choix
e 1 choix pour I'image

e il faut construire une bijection sans point fixe entre les éléments restants: v3 = 2 choix (d’apres 1)).

Au final | 8 bijections de S; ayant exactement un point fixe |

-c- Les bijections sans point fixe sont les bijections desquels on retire les bijections avec exactement 1 point
fixe (8), avec exactement 2 points fixes (6), avec exactement 3 points fixes (0 car le quatriéme serait fixé),

avec exactement 4 points fixes (1, I'application identité). Donc 4 = 4! —8 — 6 — 1 donc .

3) Soit n € N*.

-a- | Card(Sy,) = n! |

-b- Soit k € [0,n]. Pour dénombrer les éléments de S,, ayant exactement k points fixes:

e on choisit les k£ points fixes: (Z) choix

e on construit une bijection sans point fixe entre les éléments restants: 7,_j choix

n
Au final ( k) Yn—k €léments de S, ayant exactement k points fixes |.

-c- S, est la réunion disjointe des Ay ot Ax est I’ensemble des bijections avec exactement k points fixes. Donc

Card(S,) = Y _ Card(Ay).
k=0




Or Card(Ag) = <Z> Yn—k d’apres 3)-b-, d’ou:

( " )'yn k (formule de symétrie)
= \n— k

n) o7 (changement d’indice j =n — k).
J

-d- On prend n =5 dans 3)-c-,

5 . 5 . 5 n 5 n 5 . 5\ 5l
Y0 0 M 1 72 9 V3 3 Y4 4 5 5) =
Avec les valeurs de g, 71, Y2, V3, 74 déja trouvées, on obtient:

7% =120—1-0—-10-20—45  donc[v; =44}

Application: en arrivant a une féte, 5 personnes déposent leur manteau au vestiaire. En fin de soirée,
chacune de ces 5 personnes repart en prenant, au hasard, un des 5 manteaux.

11
La probabilité qu’aucun des invités ne porte son manteau est % _
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Partie Il - Propriétés de la suite (v,)

On définit la suite (o, )nen par ap = 1 et par la relation de récurrence: Vn € N, i1 = (n + 1)ay, + (—1)"HL.

PourneN,onnoteBn:n!Z( )
k=0
l)alzaofldonc|a1:0. a2:2a1+1donc|a2:1.
a3 =3ag —1ldonc|as =2 a4 =4a3+1donc|lay=9]|
2) -a- fr=1-1donc[p=0] By=2(1~1+%) donc|[B=0] Bz=38(1-1+%~3%) donc|Bs=2]
-b- Soit n € N,
n+1 n k n+1 k n k
(-1) (-1) (-1)
st =t D= (2 113 k' R e U D BEvase) Bh
k=0 k=0 k=0 k=0
1n+1
0

(n+1)!
Brt1 = (n+1)B, = (=1)"* |

-c- Montrons par récurrence, pour n € N, la propriété P, “a,, = B,”.
e Initialisation. ag = 5y = 1.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons P,, vraie. Alors au rang n + 1,

Ung1 = (n+ Dy, + (=)™ (par définition de ay,)

= (n+1)B, + (=1)""'  (par hypothése de récurrence)
= Bnt1 (d’apres 2)-b-) .

e Conclusion. |Pour tout n € N, a, = 3, |




n
n
Pour n € N, on pose u,, = Z (k) Q.
k=0

3) -a- Soit n € N, d’aprés la formule du binéme de newton,

% (nZ 1>(1)"°’ = ni <nZ 1> (—1)F1" 1=k = (1 —1)"*"  donc nf (”Z 1>(1)"~’ =0|

k=0 k=0

-b- Soit n € N,

n+1
n+1
Un+1z< i >ak
k=0
n+1
+1 +1
:(n() )ao—l—Z(nk )ak
k=1

1+7§<n21>(kak 1+ (=1)F)

k=1
n+1 n+1
1
_1+Z(n+ )kzak 1+Z(n+ ) —1)*
n+1
_1+Z(”Z )k’ak 1 +0-1  (I1-3)-a-)

1
— Z <”i 1) (j +1)a;  (changement d’indice k = j + 1)
J

1
+ ( )(] +1)o;  (formule du sélectionneur)
J

Upt1 = (n+ Duy,

4) On peut itérer la relation précédente:
Unt1 =N+ Dup, =m+Dnup—1 =m+1nn—Dup—2=...=(n+1)n x2x lug=(n+ 1)L
Montrons par récurrence, pour n € N, la propriété P, “u, = n!”.
e Initialisation. uo =1 = 0.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons P, vraie. Alors au rang n + 1,

Upt1 = (n+ Duy,
= (n+1)n! (par hypothése de récurrence)
=(n+1)L

e Conclusion. | Pour tout n € N, u,, = n! |

n—1 n—1
U U
Remarque : on peut aussi obtenir le résultat par téléscopage du produit — = H ML (k+1)=nl
Uo Uk
k=0 k=0

5) Pour n € N, on pose:
Pn):"Vk € [0,n], ar ="

e Initialisation. Soit k € [0,0], ap = 1 = 7o.



e Hérédité. Soit n € N. Supposons P,, vraie. Alors au rang n + 1, soit k € [0,n + 1]. Déja, par hypotheése
de récurrence, ai = v, si 0 < k < n, puis d’aprés 1)-3)-c- et 1I-4),

n+1 n+1
n+1 n—+1
(n+1)!z< i )’Ykz< 1 )Oék.
k=0 k=0
D’ou:
i n+1 N n+1 i n+1 N n+1
n - (673 (07
Z k Tk n+1 Tn+1 2 k k n+1 +1

Les deux sommes ci-dessus sont égales, car d’apreés 'hypothése de récurrence, pour tout k € [0, n], ap = k.-
Et donc apq1 = ynt1-

e Conclusion. | Pour tout n € N, Vk € [0,n],

A = Yk |
~ (-1
En particulier, | pour tout n € N, v,, = o, = n! Z I d’aprés B-2)-c-.
k=0 '

I A N e DL
6) On déduit = Z 0
k=0

En reconnaissant la somme partielle d’une série exponentielle, on déduit

1
lir}rl 7—7'1 — | Interprétation: si n invités, quand n grandit la probabilité qu’aucun ne retrouve son cha-
n—+oo Nn! e

1
peau tend vers —.
e



