MPSI/PCSI Sciences de I'Ingénieur

Corrigé du TD Etude des SLCI

E ice 1. t
xercice () y(t)

Etude d’'un systéeme masse

ressort "—\/\/\/\/\/ m

Cas sans frottement

Question 1 Calcul de la fonction de transfert

dY()

m.

= k.(x(t) = y(1))

On applique la TL a I'équation (les conditions initiales sont nulles)

mp Y () =k (X(P)-Y(P)  H(P =3 D -

Equation de comportement du systeme :

Question 2 Calcul de la réponse a une impulsion

Entrée impulsion :  X(t) =6 (1) =  X(p)=1

sortie: Y(P)=H(p).X(p) =

m.p® +k
Domaine temporel Domaine de Laplace
On utilise le tableau des transformée )
usuelles en adaptant Y i
p (P) Sin wt 0 + 0’
_inin gl [
Y(p)— e > Y(t)= sm( ju(t)
+ p’ +—
m m
Courbe : Sinusoidale non amortie.
Question 3 Calcul de la réponse a un échelon unitaire

Entrée échelon unitaire :  X(t) = U(t) = X (p) = 1
p

k
p.(m.p* + k)

sortie: Y(P)=H(p).X(p) =
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K _a__bp
p.(m.p*+k) p mp*+k

On décompose en éléments simples : Y ( p)

On trouve a et b en mettant au méme dénominateur et en identifiant le numérateur

K 1+ —m.p

Y(p) = = 2

p.(m.p +k) p mp +Kk

Domaine temporel Domaine de Laplace

On utilise le tableau des P
transformée usuelles en COSmt 5 5
adaptant Y(p) P"+w

1 K
Y(p)=—- P " = y(t) :[l—cos[w/—.tn.u(t)

p pz L m

m
Courbe : Sinusoidale non amortie décalée.
Question 4 Prise en compte des frottements.
2
d-y(t) dy(t)

Equation de comportement du systeme : m. dt2 = k.(X('[) o y(t)) - Z-T

On applique la TL a I'équation (les conditions initiales sont nulles)

m.p”.Y (p) =k.(X(p) =Y (p))—A.p.Y(p)
Y(p) k

H = =
(P) X(p) mp*+Alp+k
Question 4 Prise en compte de frottements faibles
5
On fait I'application numérique (frottements faibles) : H (p) ~ L2
- p°+2.p+5
Entrée impuision: X(t)=0() =  X(p)=1
5
sortie: Y (P) = H(p)-X (p) = —
p°+2.p+5
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Les racines du dénominateur sont imaginaires, on va mettre Y ( p) sous la forme

(4
2 2 afin de passer dans le domaine temporel.
p+a) +w

On utilise le tableau et le théoréme de I'amortissement.

Domaine temporel | Domaine de Laplace Domaine temporel Domaine de Laplace
sin wt ——— -at g -
P>+ o’ e sinot (p+a)’+o°
% (1) = e sin(20)u(t)
Y(p) = > Yy(t)=—=e".sin(2t).u(t
(P) (p+1)°*+2° 2
10

Courbe :

) . . 05
Fonction sinusoidale

amortie o [\ /\ -
\/ Nl

0 5 10 15 20
t(s)

Cas avec frottements importants

Toujours avec une Entrée impulsion, on fait I'application numérique :

S
\Wp)—FNp)X(p)—p2+6p+5

Les racines du dénominateur sont réelles, on va décomposer Y(Pp) en éléments simples :

5 __a b
(p+D).(p+5) p+1 p+5
On trouve a et b en mettant au méme dénominateur et en identifiant le numérateur
Y(p)= a N b :a(p+5)+buyﬂ):5a+b+(a+b)p
p+1 p+5  (p+D.(p+5) (p+1).(p+5)
5a+b=5 « a+b=0

Y(p)=
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1 1
p+1 p+5

On trouve :

5 5 5
4 4 (P) 4

On utilise le tableau et le théoreme de I'amortissement pour repasser dans le domaine

temporel :
K 5 K _e—a.t K
P p+a
Y1) =>.(e" —e ()
On trouve : 4 ' '
04
Courbe : 03l
02
0.1
0.0
0.1
0 2 4 )
t(s)
Exercice 2.

1. Soit le systeme dont le comportement est défini par I'équation différentielle :

ds(t) _
T +2.5(t) =3.e(t) |

Déterminer la réponse de ce systéeme a un échelon unitaire.

ds(t)
1. On applique la TL a I'’équation ? + 2-S(t) = 3.e(t) (Cl=0)
4
H(p) =
On trouve la fonction de transfert : IO +2
1
E(p)=—
L’entrée est un échelon unitaire : p
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Sortie :

S(p)=H(p).E(p) = ——
P.LP

+2)

S(p)=->+

On décompose Y (P) en éléments simples : D

Sciences de I'lngénieur

b
p+2

On trouve a et b en mettant au méme dénominateur et en identifiant le numérateur (calcul

non détaillé ...)

3(1
S(p)==.
(|D)2ID

1
p+2

On repasse dans le domaine temporel en utilisant le tableau et le théoreme de

I'amortissement :

Domaine temporel

Domaine de Laplace

Domaine temporel

Domaine de Laplace

K

K

p

K e—a.t

K
p+a

On trouve :

s(t) = 3.(1— e u(t)
3

. Soit le systeme dont le comportement est défini par I'équation différentielle :

d?s(t)  ds(t) _
?+8.?+ 25.5(t) =2.e(t)

Déterminer la réponse de ce systeme a une impulsion.

. On applique la TL a I'’équation pour déterminer la fonction de transfert (les conditions
initiales sont nulles, CI=0) :

2
H(p)=—
On trouve la fonction de transfert (calculs non détaillés) : p-+ 8. p+ 25
Entrée impulsion : et)=o0() = E(p)=1
2
| | S(p)=H(p)E(p)=—
Sortie dans le domaine de Laplace : p-+ 8. p+ 25
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Les racines du dénominateur sont imaginaires, il N’y a pas de racines réelles, on va
mettre S(p) sous la forme suivante afin d’utiliser le tableau et le théoreme de
I'amortissement pour repasser dans le domaine temporel :

Domaine temporel | Domaine de Laplace | Domaine temporel | Domaine de Laplace
0 0
I — —at o
Sin ot P+’ e " sinot (p+a)’+o°
3
S(p) =+
(p+4)*+9

s(t) = =e *.sin(4t).u(t)

3
3. Soit le systeme défini par la fonction de transfert H (p) - pz 112 D+ 32

déterminer la réponse temporelle de ce systéme a un échelon unitaire.

3 1 3
p°+12.p+32 p p.(p?+12.p+32)

5. S(p)=H(p).E(p)=

Les racines sont réelles, on peut décomposer en éléments simples sous la forme :

3 _a. b L
p.(p+4).(p+8) p p+4 p+8

S(p) =

Aprés calcul, on met au méme dénominateur et on identifie les numérateurs, on trouve a,
b et ¢ (calculs non détaillés).

3 b— 3 3
On trouve : a:3_2 __E C_3_2

S(p) = 3 :3.{£+ 2 + 1 }
Donc on peut exprimer : p.(p+4).(p+8) 32| p p+4 p+8

s(t) = 332 —(L+ 20 e u(t)
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2.p+3
P> +6.p+2

théoremes des valeurs initiales et finales.

4. Soit la fonction S(p) = , déterminer s(0), s(«) et s’(0) en utilisant les

p.(2.p+3)
p.S(p) = VT 6.p52 5(0+) = 2 s(o0) = 0
s'(0)=lims'(t) =lim p.[p.S(p) —s(0+)]
t—0 p—©
B B p.2p+3) . —p.(9-p+4) .
p.Lp.S(p)—s(0+)] = p-[p2+6_p+2 2] = 02 i6pi2 " s'(0)=-9
Exercice 3.
f €s(F)
es) =ut-2) - o 2r
k ., E(p)=
g A, - © P
;]
es(t) = 3.u(t) - 2.u(t-2) . | o 3_2g?2"
° I € s ) E5( p) __ =
P
) £
A
es(t) = (t-3).u(t-3) a P
A b E6 ( p) = 2
| P
2 4
) \ 25(€) es(t) = 2.u(t) - tu(t) + (t-3).u(t-3)
LN E(p)=2- 1+ 8
| \ o p p P
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Exercice 4.

@4- _%+12.S(t) =4.e(t) (Cl=0

5. On applique la TL a I'équation dt2 )
4
H(p) =—
On trouve la fonction de transfert p +7.p+12
1
E(p)=—
L’entrée est un échelon unitaire : p

4
S(p)=H(p).E(p)=
Sortie : (p) (p) (p) p-(p2 +17. P +12)

Les racines du dénominateur sont réelles, on va décomposer Y (P) en éléments
simples :

4 a b C
S(p) = =—+ +
p.(p+4).(p+3) p p+4 p+3

On trouve a, b et ¢ en mettant au méme dénominateur et en identifiant le numérateur...

1(1+ 3 -4 )u (t)

Puis on repasse dans le domaine temporel : S(t) - 3

p+5
p°+6.p+13

déterminer la réponse temporelle de ce systéme a une impulsion.

p+5 p+3+2
S(p)=H(p).E(p)= 1=
(P) (P)E(P) p°+6.p+13 (p+3)° +4

s(t) = (e‘3".cos(2.t) + e‘3".sin(2.t))u(t)

6. Soit le systéme défini par la fonction de transfert H (p) =
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