
Révision des vacances d’été

Analyse

Révision du cours de BCPST1 à destination des BCPST2.
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✽✳✷✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✷

✽✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✸
✽✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✹
✽✳✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✻
✽✳✸✳✸ ❉ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✽
✽✳✸✳✹ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✵

✽✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✶
✽✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✶
✽✳✹✳✷ ❊①tr❡♠✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✷
✽✳✹✳✸ P❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✹
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P❛rt✐❡ ✶

❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✶ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés

• P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ ✱ ❝♦s(θ) ❡st ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❡①♣ (iθ) ❡t s✐♥(θ)
❝❡❧✉✐ ❞❡ s❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳

• P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ t❡❧ q✉❡ ❝♦s(θ) 6= 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ t❛♥(θ) =
s✐♥(θ)
❝♦s(θ)

✳

Définition 1

❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
à ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r ❝÷✉r ✿

θ 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

❝♦s(θ) 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1

s✐♥(θ) 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0

t❛♥(θ) 0
1√
3

1
√
3 ♥♦♥ ❞é✜♥✐ 0

Proposition 2

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✺



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦s
(π

6

)

❡t ❝♦s
(π

3

)

✳✳✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞❡ss✐♥❡r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ tr✐❣♦✲

♥♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝♦s
(π

6

)

❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝♦s
(π

3

)

✿

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿

❱♦✐❝✐ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

6 4 2 0 2 4 6

6

4

2

0

2

4

6y=tan(x)
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

6 4 2 0 2 4 6

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0
y=sin(x)

6 4 2 0 2 4 6

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0
y=cos(x)

◗✉❡❧q✉❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♣ér✐♦❞✐❝✐tés ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

P♦✉r t♦✉s ré❡❧s θ ❡t φ✱ ♦♥ ❛ ✿

•
{
❝♦s(θ+ 2π) = ❝♦s(θ)

s✐♥(θ+ 2π) = s✐♥(θ)

•
{
❝♦s(−θ) = ❝♦s(θ)

s✐♥(−θ) = − s✐♥(θ)

•
{
❝♦s(θ+ π) = − ❝♦s(θ)

s✐♥(θ+ π) = − s✐♥(θ)

•
{
❝♦s(π− θ) = − ❝♦s(θ)

s✐♥(π− θ) = s✐♥(θ)

•






❝♦s
(

θ+
π

2

)

= − s✐♥ (θ)

s✐♥
(

θ+
π

2

)

= ❝♦s (θ)

•






❝♦s
(π

2
− θ
)

= s✐♥ (θ)

s✐♥
(π

2
− θ
)

= ❝♦s (θ)

Proposition 3
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✶✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s ❞❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❈❡❧❧❡s à ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r ❝÷✉r

❙♦✐❡♥t θ ❡t φ ❞❡s ré❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿ s✐♥2(θ) + ❝♦s2(θ) = 1✳

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿

{
❝♦s(θ+ φ) = ❝♦s(θ) ❝♦s(φ) − s✐♥(θ) s✐♥(φ)

s✐♥(θ+ φ) = s✐♥(θ) ❝♦s(φ) + s✐♥(φ) ❝♦s(θ)

Proposition 4

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡ ✭❡t s❡ ❞é♠♦♥tr❡✮ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡
❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✿

❡①♣ (i (θ+ φ)) = ❡①♣ (iθ)× ❡①♣ (iφ)

❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳

✷✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❡t ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❝♦s ❡t ❧✬✐♠♣❛r✐té ❞❡ s✐♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
• ❝♦s(θ− φ) = ❝♦s(θ) ❝♦s(φ) + s✐♥(θ) s✐♥(φ).
• s✐♥(θ− φ) = s✐♥(θ) ❝♦s(φ) − s✐♥(φ) ❝♦s(θ).

❱♦✐❝✐ ❧❡s ❢❛♠❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♥❣❧❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝♦s ❡t s✐♥ ✿

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ ♦♥ ❛ ✿

• s✐♥(2θ) = 2 s✐♥(θ) ❝♦s(θ)
• ❝♦s(2θ) = ❝♦s2(θ) − s✐♥2(θ)

• ❝♦s(2θ) = 2 ❝♦s2(θ) − 1
• ❝♦s(2θ) = 1− 2 s✐♥2(θ)

Proposition 5

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ré❡❧ ✿

❝♦s2(x) − s✐♥2(x) = s✐♥(2x) + 1.

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s2(x) − s✐♥2(x) = s✐♥(2x) + 1⇐⇒ 1− 2 s✐♥2(x) = 2 s✐♥(x) ❝♦s(x) + 1

⇐⇒ s✐♥(x)× (❝♦s(x) + s✐♥(x)) = 0

⇐⇒ s✐♥(x) = 0 ♦✉ ❝♦s(x) = − s✐♥(x)

⇐⇒ x ≡ 0[π] ♦✉ x ≡ −
π

4
[π]
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❈❡❧❧❡s à r❡tr♦✉✈❡r

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

P♦✉r t♦✉s ré❡❧s a✱ b✱ ♦♥ ❛ ✿
• 2 ❝♦s(a) ❝♦s(b) = ❝♦s(a+ b) + ❝♦s(a− b)

• 2 s✐♥(a) s✐♥(b) = ❝♦s(a− b) − ❝♦s(a+ b)

• 2 s✐♥(a) ❝♦s(b) = s✐♥(a+ b) + s✐♥(a− b)

P♦✉r t♦✉s ré❡❧s p ❡t q✱ ♦♥ ❛ ✿
• ❝♦s(p) + ❝♦s(q) = 2 ❝♦s

(

p+q
2

)

❝♦s
(

p−q
2

)

• ❝♦s(p) − ❝♦s(q) = −2 s✐♥
(

p+q
2

)

s✐♥
(

p−q
2

)

• s✐♥(p) + s✐♥(q) = 2 s✐♥
(

p+q
2

)

❝♦s
(

p−q
2

)

• s✐♥(p) − s✐♥(q) = 2 ❝♦s
(

p+q
2

)

s✐♥
(

p−q
2

)

Proposition 6

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✿ ❖♥ r✐sq✉❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡r ❛ss❡③
s♦✉✈❡♥t ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✐♥(x) + s✐♥(2x) + s✐♥(3x) = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ré❡❧✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

s✐♥(x) + s✐♥(3x) = 2 s✐♥

(

x+ 3x

2

)

❝♦s

(

3x− x

2

)

❈❤♦✉❡tt❡✱ ❞✉ s✐♥ (2x)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

s✐♥(x) + s✐♥(2x) + s✐♥(3x) = 0⇐⇒ 2 s✐♥ (2x) ❝♦s (x) + s✐♥(2x) = 0

⇐⇒ s✐♥ (2x)×
(

❝♦s (x) +
1

2

)

= 0

⇐⇒ s✐♥ (2x) = 0 ♦✉ ❝♦s (x) = −
1

2

⇐⇒ x ≡ 0
[π

2

]

♦✉ x ≡ ±2π
3

[2π]
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❋♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❛♥❣❡♥t❡s

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

• t❛♥(θ+ 2π) = t❛♥(θ)
• t❛♥(−θ) = − t❛♥(θ)

• t❛♥(θ+ π) = t❛♥(θ)
• t❛♥(π− θ) = − t❛♥(θ)

Proposition 7

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ré❡❧s θ ❡t φ✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

• 1+ t❛♥2(θ) =
1

❝♦s2(θ)

• t❛♥(θ+ φ) =
t❛♥(θ) + t❛♥(φ)
1− t❛♥(θ) t❛♥(φ)

• t❛♥(θ− φ) =
t❛♥(θ) − t❛♥(φ)
1+ t❛♥(θ) t❛♥(φ)

• t❛♥(2θ) =
2 t❛♥(θ)
1− t❛♥2(θ)

Proposition 8

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t t = t❛♥

(

θ

2

)

✱ ♦♥ ❛ ✿

• s✐♥(θ) =
2t

1+ t2

• ❝♦s(θ) =
1− t2

1+ t2

• t❛♥(θ) =
2t

1− t2

Proposition 9

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❛♥s ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❛♥❣❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ♠✐s ✧s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✧✳ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①✐st❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ t❛♥(π) ❡①✐st❡ ✭❡t ✈❛✉t 0✮ ❡t

t❛♥(θ + φ)✱ ❛✈❡❝ θ ❡t φ ❞❡✉① ré❡❧s✱ ❡st✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱
t❛♥(θ) + t❛♥(φ)
1− t❛♥(θ) t❛♥(φ)

✳ ➱❝r✐r❡ ❝❡❝✐ ❡st

♣♦✉rt❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❢❛✉① ✿

t❛♥
(π

2
+
π

2

)

=
t❛♥
(π

2

)

+ t❛♥
(π

2

)

1− t❛♥
(π

2

)

t❛♥
(π

2

)

❝❛r t❛♥
(π

2

)

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ❞✐t ✐❝✐ ❡st s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❧✐ttér❛❧❡s✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈♦✉s ❢❛✐r❡ ❛✈♦✐r ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✶✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❝❛r ❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬é❝r✐r❡
a ≡ b [c] ❛✈❡❝ a✱ b ❞❡✉① ré❡❧s ❡t c ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ a = b+k×c✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ à c ♣rès✱ a ❡t b✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡ ✿

• 12 ≡ 6 [2]

• 29 ≡ 5 [4]

• 30 ≡ 16 [7]

• 68 ≡ 23 [9]

• 5 ≡ 673 [2]

• 6 ≡ 678 [2]

68 ≡ 23 [9] ❡st ✈r❛✐ ❝❛r 68 ❡t 23 + 9 × 5✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s
♠♦❞✉❧♦s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❡t ❞❡s
❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧♦s✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s rè❣❧❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ r❡s♣❡❝t❡r ✿

• θ1 ≡ θ ′
1[2π] ❡t θ2 ≡ θ ′

2[2π] ⇒ θ1 + θ2 ≡ θ ′
1 + θ

′
2[2π]

• θ1 ≡ θ ′
1[2π] ❡t θ2 ≡ θ ′

2[2π] ⇒ θ1 − θ2 ≡ θ ′
1 − θ

′
2[2π]

• nθ1 ≡ nθ ′
1[2π] ⇔ θ1 ≡ θ ′

1

[

2π

n

]

P❡♥s❡r ❜✐❡♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞✐✈✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧♦ q✉❛♥❞ ✈♦✉s ❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳

❙♦✐❡♥t φ, θ ❞❡✉① ré❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s(θ) = ❝♦s(φ) ⇔ θ ≡ φ[2π] ♦✉ θ ≡ −φ[2π]

s✐♥(θ) = s✐♥(φ) ⇔ θ ≡ φ[2π] ♦✉ θ ≡ π− φ[2π]

t❛♥(θ) = t❛♥(φ) ⇔ θ = φ[π]

Proposition 10

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧♦s 2π ♣♦✉r ❝♦s ❡t s✐♥ ❡t ♠♦❞✉❧♦ π ♣♦✉r t❛♥✳ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❛✉ss✐ à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ❝♦s (θ) = ❝♦s (φ) ♥✬éq✉✐✈❛✉t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t à θ ≡ φ[2π] ♠❛✐s à θ ≡
φ[2π] ♦✉ θ ≡ −φ[2π]✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡ r❡tr♦✉✈❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥ ❝❡r❝❧❡
tr✐❣♦ ✿

✶✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝♦s (α) ❡t ❝♦s (−α) ✈❛❧❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❖♥ ❛ tr❛❝é ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦✐r✳

✷✳ P♦✉r ❧❡ s✐♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐♥ (α) ❡t s✐♥ (π− α) ✈❛❧❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❖♥ ❛ tr❛❝é ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦✐r✳

✸✳ P♦✉r ❧❡ t❛♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ t❛♥ (α) ❡t t❛♥ (π+ α) ✈❛❧❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✶✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

❙♦✐t θ ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✐♥é❛r✐s❡r P(❝♦s(θ), s✐♥(θ))✱
❝✬❡st ❧✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

a0 + a1 ❝♦s(θ) + · · ·+ an ❝♦s(nθ) + b1 s✐♥(θ) + · · ·+ bn s✐♥(nθ)

❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t a0, · · · , an, b1, · · · , bn ❞❡s ré❡❧s✳

Définition 11

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t θ ✉♥ ré❡❧✳ ❉❡ ❝♦s(2θ) = 2 ❝♦s2(θ) − 1✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

❝♦s2(θ) =
1

2
× (❝♦s(2θ) + 1) .

▲✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦s2(θ)✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❧✐♥é❛r✐s❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❊✉❧❡r✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦s(θ) ❡t ❧❡s s✐♥(θ) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✿ ❝♦s(θ) =
eiθ + e−iθ

2
❡t s✐♥(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
✳

✷✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ❈❛❧❝✉❧ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡✮✳

✸✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡s eikθ ❛✈❡❝ ❧❡s e−ikθ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞✬❊✉❧❡r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ t✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s6(t) =

(

eit + e−it

2

)6

=
1

25
×
(

e6it + 6e4it + 15e2it + 20+ 15e−2it + 6e−4it + e−6it

2

)

=
1

25
×
(

e6it + e−6it

2
+ 6× e4it + e−4it

2
+ 10+ 15× e2it + e−2it

2

)

=
1

25
× (❝♦s(6t) + 6 ❝♦s(4t) + 15 ❝♦s(2t) + 10) .

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
∫ π

2

0

❝♦s6 t dt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❉é❥à✱
∫ π

2

0

❝♦s6 t dt ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦s6 s✉r R ❡t ❞♦♥❝ s✉r
[

0❀
π

2

]

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❖♥ ✈✐❡♥t

❞❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ✿

❝♦s6(t) =
1

25
× (❝♦s(6t) + 6 ❝♦s(4t) + 15 ❝♦s(2t) + 10) .

❉✬♦ù✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿

∫ π
2

0

❝♦s6 tdt =

[

s✐♥ (6t)
192

]π
2

0

+ 6

[

s✐♥ (4t)
128

]π
2

0

+ 15

[

s✐♥ (2t)
64

]π
2

0

+
10π

64

=
5π

32
.

❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦s(nθ) ❡t s✐♥(nθ) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦s(θ) ❡t s✐♥(θ)

❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▼♦✐✈r❡
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s(nθ) + i s✐♥(nθ) = (❝♦sθ+ i s✐♥θ)n.

Proposition 12

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝♦s(nθ) ♦✉ s✐♥(nθ) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦s(θ) ❡t s✐♥(θ)✱ ♦♥ s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ (❝♦s(θ) + i s✐♥(θ))n ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳

✷✳ ❊♥✜♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉❡ ▼♦✐✈r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦s(nθ)
❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✐ ♦♥ ✈❡✉t s✐♥(nθ)✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝♦s (4θ)✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❉✬❛♣rès ◆❡✇t♦♥✱ (❝♦sθ+ i s✐♥θ)4 ❡st ✿

❝♦s4(θ) + 4i ❝♦s3(θ) s✐♥(θ) − 6 ❝♦s2(θ) s✐♥2(θ) − 4i ❝♦s(θ) s✐♥3(θ) + s✐♥4(θ).

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉❡ ▼♦✐✈r❡✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s(4θ) = ❝♦s4(θ) − 6 ❝♦s2(θ) s✐♥2(θ) + s✐♥4(θ).

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ❝♦s(θ) + B s✐♥(θ)

❙♦✐❡♥t A,B ❡t θ tr♦✐s ré❡❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ (r, φ) ∈ R
2 t❡❧s q✉❡ ✿

A ❝♦sθ+ B s✐♥θ = r ❝♦s(θ− φ).

Proposition 13

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ r ❡t ❧❡ φ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r
√
A2 + B2✳ ❙✐ A ❡t B ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❧s✱ ♦♥ é❝r✐t ✿

A ❝♦s(θ) + B s✐♥(θ) =
√

A2 + B2 ×
(

A√
A2 + B2

❝♦s(θ) +
B√

A2 + B2
s✐♥(θ)

)

✷✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ré❡❧ φ t❡❧ q✉❡ ❝♦s(φ) =
A√

A2 + B2
❡t s✐♥(φ) =

B√
A2 + B2

✳

✸✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡
A√

A2 + B2
❝♦s(θ)+

B√
A2 + B2

s✐♥(θ) ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦s(θ−

φ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦s(a+ b)✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ θ ré❡❧ ✿ 2 ❝♦s (θ) +
√
12 s✐♥ (θ) = 4

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆♣♣❧✐q✉♦♥s ✦ ❙♦✐t θ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❛ ✿

2 ❝♦s (θ) +
√
12 s✐♥ (θ) = 4×

(

1

2
❝♦s (θ) +

√
3

2
s✐♥ (θ)

)

= 4×
(

❝♦s
(π

3

)

❝♦s (θ) + s✐♥
(π

3

)

s✐♥ (θ)
)

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞✉ ❝♦s
(

θ−
π

3

)

✱ ❞✬♦ù ✿

2 ❝♦s (θ) +
√
12 s✐♥ (θ) = 4⇐⇒ ❝♦s

(

θ−
π

3

)

= 1

⇐⇒ θ−
π

3
≡ 0[2π]

⇐⇒ θ ≡ π

3
[2π]

✶✳✶✳✺ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡✉r ré❝✐♣r♦q✉❡✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✈❛ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❧❡s r❡♥❞r❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✭❡❧❧❡s ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛r
❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s✱ 0, 5 ❛ ❞❡s t♦♥♥❡s ❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r ❝♦s ❝♦♠♠❡ ♣❛r s✐♥ ❡t t❛♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
r❡str❡✐♥t❡✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥✈♦q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳

◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❡❧s✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st D✳

• ❖♥ ♥♦t❡ f(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ f✳ ❈✬❡st {f (x) , x ∈ D }✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t y ❞❡ f(D)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ x ❞❡
D t❡❧ q✉❡ f(x) = y✳

• ❙✐ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ f−1 s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
f(D) ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✿

∀x ∈ D,∀y ∈ f(D), y = f(x) ⇐⇒ x = f−1(y).

Définition 14
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳ ❡①♣ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❧♥✳

✷✳ x 7→ x2 ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ x2 = 25 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ré❡❧ ❛ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s

✭5 ❡t −5✮✳

{
R

+ → R
+

x 7→ x2
❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ x 7→ √

x✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✳ f ré❛❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ D s✉r f(D)✳

Théorème 15

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t t❤é♦rè♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ f−1 ❡st ❛❧♦rs ❛✉ss✐
str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s q✉❡ f✱ s❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡
♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❡st ❧❛ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜✐ss❡❝tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ f✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r f(D)✳ ❆♣♣❡❧♦♥s a ❡t b ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ R ∪ {+∞,−∞ }

t❡❧s q✉❡ a 6 b✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥
❛ ✿

f([a, b]) = [f(a), f(b)]

f(]a, b]) =] ❧✐♠
x→a+

(f(x)), f(b)]

f([a, b[) = [f(a), ❧✐♠
x→b−

(f(x))[

f(]a, b[) =] ❧✐♠
x→a+

(f(x)), ❧✐♠
x→b−

(f(x))[

g([a, b]) = [g(b), g(a)]

g(]a, b]) = [g(b), ❧✐♠
x→a+

(g(x))[

g([a, b[) =] ❧✐♠
x→b−

(g(x)), g(a)]

g(]a, b[) =] ❧✐♠
x→b−

(g(x)), ❧✐♠
x→a+

(g(x))[

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ x3✳ f ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ f ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡R s✉r ] ❧✐♠
x→−∞

f(x), ❧✐♠
x→+∞

f(x ✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ R ❞❛♥s R✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r❝t❛♥✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{]

−
π

2
,
π

2

[

→ R

x 7→ t❛♥(x)
❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❝✬❡st

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{
R →

]

−
π

2
,
π

2

[

x 7→ ❛r❝t❛♥(x)
✳

Définition 16

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ❛r❝t❛♥(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ θ ❞❡
]

−
π

2
,
π

2

[

t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✐t t❛♥(θ) = x✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❛r❝t❛♥ (0) = 0

✷✳ ❛r❝t❛♥

(

1√
3

)

=
π

6

✸✳ ❛r❝t❛♥ (
√
3) =

π

3

✹✳ ❛r❝t❛♥ (1) =
π

4

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛r❝t❛♥ (1) ✈❛✉t
π

4
❝❛r t❛♥

(π

4

)

✈❛✉t 1 ❡t
π

4
❛♣♣❛rt✐❡♥t à

]

−
π

2
,
π

2

[

✳

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r❝t❛♥ ❡st ✐♠♣❛✐r❡✳

• ∀x ∈
]

−
π

2
,
π

2

[

✱ ♦♥ ❛ ✿ ❛r❝t❛♥ (t❛♥(x)) = x✳

• ∀x ∈ R✱ ♦♥ ❛ ✿ t❛♥ (❛r❝t❛♥(x)) = x✳

Proposition 17

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆♦t❡③ ❜✐❡♥ q✉❡ t❛♥ (❛r❝t❛♥(x)) ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs x✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ x 7→ ❛r❝t❛♥ (t❛♥(x)) ❡st

❞é✜♥✐❡ s✉r R ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té q✉❡ s✉r
]

−
π

2
,
π

2

[

✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❛r❝t❛♥ (t❛♥(π)) ✈❛✉t ❛r❝t❛♥ (0) s♦✐t 0 ❡t ♣❛r π✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✼



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❝s✐♥ ❡t ❛r❝❝♦s✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❝s✐♥ ❡t ❛r❝❝♦s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❜❝♣st✶ ✭❛r❝t❛♥ ❧✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡✮✳ ■❧ ❡st
❜♦♥ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ❧❡s ❛✈♦✐r ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s✳

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{[

−
π

2
,
π

2

]

→ [−1, 1]

x 7→ s✐♥(x)
❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✮✳ ❊❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡

ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{
[−1, 1] →

[

−
π

2
,
π

2

]

x 7→ ❛r❝s✐♥(x)
✳

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{
[0, π] → [−1, 1]

x 7→ ❝♦s(x)
❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❝✐✲

♣r♦q✉❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

{
[−1, 1] → [0, π]

x 7→ ❛r❝❝♦s(x)
✳

Définition 18

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✽



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ [−1, 1]✱ ❛r❝s✐♥(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ θ ❞❡
[

−
π

2
,
π

2

]

t❡❧ q✉❡ s✐♥(θ) =

x ❡t ❛r❝❝♦s(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ θ ❞❡ [0, π] t❡❧ q✉❡ ❝♦s(θ) = x✳

✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r❝s✐♥ ❡st✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❛r❝t❛♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❛r❝❝♦s ♥✬ét❛♥t ♣❛s s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❛r❝❝♦s ♥✬❡st ♥✐ ♣❛✐r❡✱ ♥✐
✐♠♣❛✐r❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

✶✳ ❛r❝s✐♥ (0) = 0

✷✳ ❛r❝s✐♥

(

1

2

)

=
π

6

✸✳ ❛r❝s✐♥

(√
2

2

)

=
π

4

✹✳ ❛r❝s✐♥

(√
3

2

)

=
π

3

✺✳ ❛r❝s✐♥ (1) =
π

2

✻✳ ❛r❝❝♦s (0) =
π

2

✼✳ ❛r❝❝♦s

(

1

2

)

=
π

3

✽✳ ❛r❝❝♦s

(√
2

2

)

=
π

4

✾✳ ❛r❝❝♦s

(√
3

2

)

=
π

6

✶✵✳ ❛r❝❝♦s (1) = 0

• ∀x ∈
[

−
π

2
,
π

2

]

✱ ♦♥ ❛ ✿ ❛r❝s✐♥ (s✐♥(x)) = x✳

• ∀x ∈ [−1, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿ s✐♥ (❛r❝s✐♥(x)) = x ❡t ❝♦s (❛r❝❝♦s(x)) = x✳
• ∀x ∈ [0, π] ✱ ♦♥ ❛ ✿ ❛r❝❝♦s (❝♦s(x)) = x✳

Proposition 19

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❛r❝❝♦s

(

−
1

2

)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❞❡ [0❀π] t❡❧ q✉❡ ❝♦s(θ) = −
1

2
✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st

2π

3
✳ P❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❝♦s✐♥✉s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

❛r❝❝♦s

(

−
1

2

)

=
2π

3
.

◗✉❡❧q✉❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭❍♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡ ✦ ✦ ✦✮✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ s❛✐t ❞é❥à ✿
• P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿ t❛♥ (❛r❝t❛♥(x)) = x✳
• P♦✉r t♦✉t x ❞❡ [−1, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿ ❝♦s (❛r❝❝♦s(x)) = x✳
• P♦✉r t♦✉t x ❞❡ [−1, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿ s✐♥ (❛r❝s✐♥(x)) = x✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❱♦✐❝✐ ❧❛ s✉✐t❡ ✿

• ∀x ∈ R, ❝♦s (❛r❝t❛♥(x)) =
1√
1+ x2

✳

• ∀x ∈ [−1, 1]✱ ❝♦s (❛r❝s✐♥(x)) =
√
1− x2 ❡t s✐♥ (❛r❝❝♦s(x)) ❡st

√
1− x2✳

• ∀x ∈ ] − 1, 1 [ ✱ t❛♥ (❛r❝s✐♥(x)) =
x√
1− x2

✳

• ∀x ∈ [−1, 1] \ {0 } ✱ t❛♥ (❛r❝❝♦s(x)) =

√
1− x2

x
✳

• ∀x ∈ [−1, 1]✱ ❛r❝s✐♥(x) + ❛r❝❝♦s(x) =
π

2

• ∀x ∈ R✱ ❝♦s (❛r❝t❛♥(x)) =
1√
1+ x2

❡t s✐♥ (❛r❝t❛♥(x)) ❡st
x√
1+ x2

✳

• ∀x ∈ R
⋆, ❛r❝t❛♥(x) + ❛r❝t❛♥(

1

x
) =

x

|x|

π

2
✳

❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❤♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ ❧❡s ❛✈♦✐r ❞é❥à ✈✉❡s
❡t ❞é♠♦♥tré❡s✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

Proposition 20

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

Pr♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ [−1, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s (❛r❝s✐♥(x)) =
√

1− x2.

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ ♦♥ ❛

❝♦s2 (θ) + s✐♥2(θ) = 1.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ [−1, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s2 (❛r❝s✐♥(x)) = 1− s✐♥2(❛r❝s✐♥(x))

= 1− x2.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦s(❛r❝s✐♥(x)) ❡st
√

❝♦s2(❛r❝s✐♥(x)) ❝❛r ❝♦s ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✉r
[

−
π

2
,
π

2

]

❡t ❛r❝s✐♥(x) ❛♣♣❛rt✐❡♥t

à
[

−
π

2
,
π

2

]

✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❝♦s (❛r❝s✐♥(x)) =
√

1− x2.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✶✳✷ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✶✳✷✳✶ ➱❝r✐t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r C

❙♦✐t i ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✈ér✐✜❛♥t i2 = −1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♥♦té C✱
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
x+ iy, (x, y) ∈ R

2
}
✳

Définition 21

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿

• 3
• 5+ 2i

• −i

• 1

2

• √
πi− 3

• 2i− 8

❙♦✐t (x, y, x ′, y ′) ∈ R
4✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r C ♣❛r ✿

• (x+ iy) + (x ′ + iy ′) = (x+ x ′) + i(y+ y ′)✳
• (x+ iy)× (x ′ + iy ′) = (xx ′ − yy ′) + i(xy ′ + yx ′)✳

Définition 22

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• 3+ (5+ i) = 8+ i

• 3× (5+ i) = 15+ 3i

• (3+ i) + (5+ 2i) = 8+ 3i

• (3+ i)× (5+ 2i) = 13+ 11i

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

C ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❤♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✮✱
❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r t♦✉t (z, z ′, z ′′) ∈ C

3 ✿

✶✳ z+ (z ′ + z ′′) = (z+ z ′) + z ′′

✭❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮

✷✳ z+ z ′ = z ′ + z
✭❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮

✸✳ z+ 0 = z
✭0 é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮

✹✳ z+ (−z) = 0

✭❊①✐st❡♥❝❡ ❞✉ s②♠étr✐q✉❡✮

✺✳ z× (z ′ × z ′′) = (z× z ′)× z ′′
✭❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮

✻✳ z× z ′ = z ′ × z
✭❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮

✼✳ ❖♥ ♣♦s❡ 1 = 1 + 0i✱ ♦♥ ❛ ✿
z× 1 = z
✭1 é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮

✽✳ ∀(x, y) ∈ R
2\ {(0, 0) } ,

(x+ iy)× x− iy

x2 + y2
= 1

✭❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✮

✾✳ z× (z ′ + z ′′) = z× z ′ + z× z ′′
✭❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮

Proposition 23

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

■❧ ♥②✬ ❛ ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ s✉r C✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❛❝q✉✐s s✉r R✳ ❊❝r✐r❡ q✉❡ i > 0 ♦✉ q✉❡
z 6 z ′ ❛✈❡❝ z ❡t z ′ ❞❡✉① ♥♦♥ ré❡❧s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ✦ P❛r❧❡r ❞❡ ♠❛❥♦r❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st C ♦✉ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
❡st C✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦s✐t✐❢ ♥♦♥ ♣❧✉s ✦

■♥té❣r✐té ❞❡ C

❙♦✐❡♥t z ❡t z ′ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ❛ ✿ zz ′ = 0⇔ z = 0 ♦✉ z ′ = 0✳

Proposition 24

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ é✈✐❞❡♥t❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s A ❡t B t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ A× B = 0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

P❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s

❙✐ x✱ y✱ a ❡t b s♦♥t q✉❛tr❡ ré❡❧s ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

a+ ib = x+ iy⇔ a = x ❡t b = y.

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

Proposition 25

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✐ ♦♥ s❛✐t ❥✉st❡ q✉❡ (x, y, a, b) ∈
C

4✳ ❆✐♥s✐✱ (3+ 2i) + i(4+ 2i) = 1+ 6i ♠❛✐s 3+ 2i 6= 1 ❡t 4+ 2i 6= 6✳

❙♦✐t (x, y) ∈ R
2✳ ❖♥ ♣♦s❡ z = x+ iy✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ x+ iy ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ z✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ z ❡t q✉❡ y ❡st s❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❖♥

♥♦t❡ x = ❘❡ (z) ❡t y = ■♠ (z) ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❘❡ (z) ❡t ■♠ (z) s♦♥t
❞❡s ré❡❧s✳

• ❙✐ ❘❡ (z) = 0✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ z ❡st ✉♥ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r❡✳ ❙✐ ■♠ (z) = 0✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ z ❡st ✉♥ ré❡❧✳

• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣✉r❡s ❡st ♥♦té iR✳

Définition 26

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ 2i ♥✬❡st ♣❛s 2i ♠❛✐s 2✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
ré❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ✦

• ❙✐ α ❡t β s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❘❡ (α+ iβ) ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t α ❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ■♠ (α+ iβ)

♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t β✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❘❡ (3+ i(3+ 2i)) ♥❡ ✈❛✉t ♣❛s 3 ♠❛✐s 1✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• ❘❡ (2i) = 0✳
• Re(3+ 2i) = 3✳

• ■♠ (4i) = 4✳
• ■♠ (−4i− π) = −4✳

▲✐♥é❛r✐té
P♦✉r t♦✉t (z, z ′) ∈ C

2✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿
• ❘❡ (λz) = λ❘❡ (z) ❡t ❘❡ (z+ z ′) = ❘❡ (z) + ❘❡ (z ′)✳
• ■♠ (λz) = λ■♠ (z) ❡t ■♠ (z+ z ′) = ■♠ (z) + ■♠ (z ′)✳

Proposition 27

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ z1, z2, · · · , zn s♦♥t n ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡
❛✐sé♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉❡ ✿

❘❡

(

n∑

k=0

zk

)

=

n∑

k=0

❘❡ (zk) ❡t ■♠

(

n∑

k=0

zk

)

=

n∑

k=0

■♠ (zk).

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❙♦✐❡♥t z, z ′ ❡t λ tr♦✐s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✿

❘❡ (λz) = λ❘❡ (z), ❘❡ (zz ′) = ❘❡ (z)❘❡ (z ′), ■♠ (λz) = λ■♠ (z) ❡t ■♠ (zz ′) = ■♠ (z)■♠ (z ′).

P♦s❡③ z = z ′ = λ = i ❡t ✈♦✉s ❛✉r❡③ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳

❈♦♥❥✉❣✉é ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❈♦♠♠❡ −i ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ i q✉✐ ❡st i2 = −1✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❛
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳

❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ré❡❧s✱ ♦♥ ♣♦s❡ z = x+iy✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ z ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
✠z ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ ✠z = x− iy✳

Définition 28

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• ✠i = −i✳
• 2i = −2i✳

• 3+ 2i = 3− 2i✳
• 4 = 4✳

• i2 + i = −1− i✳
• 4i− 2 = −2− 4i✳

❙♦✐❡♥t z1 ❡t z2 ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭z2 ❡st s✉♣♣♦sé ♥♦♥ ♥✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉✲
♠ér♦té❡s ✻ ❡t ✼✮✱ λ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t m ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ z1 = z1

✷✳ z1 + z2 = z1 + z2

✸✳ z1 × z2 = z1 × z2

✹✳ λz1 = λ ✠z1

✺✳ (z1)
n
= zn1

✻✳

(

z1

z2

)

=
z1

z2

✼✳ (z2)
m

= zm2

Proposition 29

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✺



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ z1, z2, · · · , zn s♦♥t n ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡
❛✐sé♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉❡ ✿

(

n∏

k=0

zk

)

=

n∏

k=0

(zk) ❡t

(

n∑

k=0

zk

)

=

n∑

k=0

(zk).

❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ❛ ✿

❘❡ (z) =
z+ z

2
❡t ■♠ (z) =

z− z

2i
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿ z ∈ R ⇔ z = z ❡t z ∈ iR ⇔ z = −z✳

Proposition 30

▼♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ré❡❧s✱ ♦♥ ♣♦s❡ z = x+ iy✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ z ❧❡ ré❡❧ ❞é✜♥✐
♣❛r ✿ |z| =

√

x2 + y2✳

Définition 31

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ré❡❧❧❡✳ ●❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦❤ér❡♥t✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

|2i| =
√

02 + 22

= 2

|− 3i+ 4| =
√

42 + (−3)2

= 5

|− 4| =
√

(−4)2 + 02

= 4

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ z✱ iz✱ −iz✱ −z✱ z✱ −z ♦♥t ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ♣❡t✐t ❞❡ss✐♥ ✐❧❧✉str❛♥t q✉❡ z✱
−z✱ z ❡t −z ♦♥t ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✻



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❙♦✐❡♥t z ❡t z ′ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭z ❡st s✉♣♣♦sé ♥♦♥ ♥✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠é✲
r♦té❡s ✹ ❡t ✺✮✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t m ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ z✠z = |z|2

✷✳ |z× z ′| = |z|× |z ′|

✸✳ |zn| = |z|n

✹✳

∣

∣

∣

∣

z ′

z

∣

∣

∣

∣

=
|z ′|

|z|

✺✳ |zm| = |z|m

Proposition 32

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❙✐ z1, z2, · · · , zn s♦♥t n ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ✿

∣

∣

∣

∣

∣

n∏

k=0

zk

∣

∣

∣

∣

∣

=

n∏

k=0

|zk|.

✷✳ ❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿
1

z
=

z

|z|2
✳ ❈✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡tt❡

❢♦r♠✉❧❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝♦♥❥✉❣✉é❡✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❙♦✐❡♥t z ❡t z ′ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ |z| = 0⇔ z = 0

✷✳ |❘❡ (z)| 6 |z|

✸✳ |❘❡ (z)| = |z| ⇐⇒ z ∈ R✳

✹✳ |■♠ (z)| 6 |z|✳

✺✳ |■♠ (z)| = |z| ⇐⇒ z ∈ iR✳
✻✳ ||z|− |z ′|| 6 |z− z ′|

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t s♦♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ✿

|z+ z ′| 6 |z|+ |z ′| ❡t |z+ z ′| = |z|+ |z ′| ⇐⇒ z = 0 ♦✉ z 6= 0 ❡t
z ′

z
∈ R

⋆

+

Proposition 33

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r |1+ z|2 + |1− z|2✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s 1+ 2z+ z2+ 1− 2z+ z2✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ (z1+ z2)2 ❡st z21+ 2z1z2+ z

2
2

♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r |z1 + z2|2✳ ❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

|1+ z|2 + |1− z|2 = (1+ z)×
(

1+ z
)

+ (1− z)×
(

1− z
)

= (1+ z)× (1+ z) + (1− z)× (1− z)

= 1+ z✠z+ z+ z+ 1+ z✠z− z− z

= 1+ 1+ 2|z|2

= 4

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❖♥ ♠✉♥✐t ❞és♦r♠❛✐s ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
u,

→
v )✳ ▲❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

{
R

2 → C

(x, y) 7→ x+ iy
♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥✲

t✐✜❡r C ❡t ❧❡ ♣❧❛♥ R
2✳

❙♦✐❡♥t (x, y) ∈ R
2 ❡t M ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x, y) ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ (O,

→
u,

→
v )✳

❖♥ ♣♦s❡ z = x+ iy✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ z ❡t q✉❡ z ❡st ❧✬❛✣①❡ ❞❡ M✳
• ❖♥ ♥♦t❡ ✿ M(z) ♦✉ ❆✛ (M) = z✳
• ▲✬❛✣①❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x−→u +y−→v ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ x+ iy✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❆✛ (x−→u +

y−→v ) = x+ iy✳

Définition 34

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✿
Pr❡♥♦♥s z ❡t z ′ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣♦✐♥ts M(z)✱ N(z ′)✱ S(z+ z ′) ❡t D(z ′ − z)✳

• ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳
MNOS ❡st ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡✳

• ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❥✉❣✉é✳
C(z) ❡st ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ M(z) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞❡s ré❡❧s✳

• ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡✳
❈♦♠♠❡ ||

−−→
NM|| = |z − z ′|✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {w ∈ C t❡❧ q✉❡ ✿ |w− z| = r } ❛✈❡❝ r ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✣①❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ M(z) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✳
• ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ✉♥ ré❡❧✳

❙♦✐t k ✉♥ ré❡❧✳ ▲❡ ♣♦✐♥t B(kz) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡M ♣❛r ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ O ❡t ❞❡ r❛♣♣♦rt k✳
• ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✈✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐❣♥✐✜❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ✿ ||
−→
OS|| 6 ||

−−→
OM||+

||
−−→
MS|| ❡t ||

−→
OS|| = ||

−−→
OM||+ ||

−−→
MS|| s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ s❡❣♠❡♥t [OS]✳

✶✳✷✳✷ ➱❝r✐t✉r❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❈♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✶

• ❖♥ ♥♦t❡ U ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

U = {z ∈ C t❡❧ q✉❡ |z| = 1 } .

• U ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✶✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝❡r❝❧❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳

• ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳

Définition 35

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉r ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ✿

• 1
• −1

• i

• −i

•
√
3

2
+ i
1

2

• 1

2
− i

√
3

2

✷✳ ❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡s ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉r ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ✿

• 0 • 5 • 2i •
√
3+ i

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✾



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ✭❱♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❤♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ❞❡ C
⋆✱ ❝❡❧❛

✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ U ⊂ C
⋆ ❡t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (z, z ′) ∈ U

2✱ ♦♥ ❛ ✿

z× z ′ ∈ U ❡t z−1 ∈ U.

Proposition 36

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❙✐ z ❡t z ′ s♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ U✱ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s sûr q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r z + z ′✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
1+ i ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à U ❡t ♣♦✉rt❛♥t 1 ❡t i s♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ U✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s U✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t
♥♦té❡ θ 7→ eiθ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t (θ, θ ′) ∈ R
2✱ eiθ × eiθ ′

= ei(θ+θ ′).

✷✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

✸✳ P♦✉r t♦✉t z ∈ U✱ ∃ θ ∈ R t❡❧ q✉❡ z = eiθ ✭❙✉r❥❡❝t✐✈✐té s✉r U ❞❡ ❧✬❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡✮

✹✳ P♦✉r t♦✉t (θ, θ ′) ∈ R
2✱ eiθ = eiθ

′ ⇔ (∃k ∈ Z t❡❧ q✉❡ θ = θ ′ + 2kπ)

✭■♥❥❡❝t✐✈✐té s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s❡♠✐✲♦✉✈❡rts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2π ❡t 2π ♣ér✐♦❞✐✲
❝✐té✮

✺✳ P♦✉r t♦✉t θ ∈
[

0,
π

2

]

✱❘❡ (eiθ) > 0 ❡t ■♠ (eiθ) > 0 ✭❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡✮

Théorème 37

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ei0 = 1

✷✳ ∀ θ ∈ R, eiθ = (eiθ)−1 ❡t eiθ = e−iθ

✸✳ ∀ n ∈ Z, ∀ θ ∈ R,
(

eiθ
)n

= einθ

Proposition 38

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

▲✬é❣❛❧✐té
(

eiθ
)n

= einθ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✐ n ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✵



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❙♦✐t θ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

❝♦s(θ) = ❘❡ (❡①♣ (iθ)) ❡t s✐♥(θ) = ■♠ (❡①♣ (iθ)) .

❙✐ ❝♦s(θ) 6= 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ t❛♥(θ) =
s✐♥(θ)
❝♦s(θ)

✳

Définition 39

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ π ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ [0, 4] t❡❧ q✉❡ eiπ = −1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π

eiθ 1
√
3+i
2

1+i√
2

1+i
√
3

2
i −1

Proposition 40

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
θ 0 π

6
π
4

π
3

π
2

π

❝♦s(θ) 1
√
3
2

1√
2
=

√
2
2

1
2

0 −1

s✐♥(θ) 0 1
2

1√
2
=

√
2
2

√
3
2

1 0

t❛♥(θ) 0 1√
3

1
√
3 ♥♦♥ ❞é✜♥✐ 0

❋♦r♠✉❧❡s ❞✬❊✉❧❡r
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ θ✱ ♦♥ ❛ ✿

❝♦s(θ) =
eiθ + e−iθ

2
❡t s✐♥(θ) =

eiθ − e−iθ

2i

Proposition 41

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
n∑

k=0

s✐♥(kx)
(❝♦s(x))k

❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
]

0❀
π

2

[

✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

P♦s♦♥s A =

n∑

k=0

s✐♥(kx)
(❝♦s(x))k

✳ A ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡
]

0❀
π

2

[

✱ (❝♦s(x))k ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥

❛ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✶



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

A =

n∑

k=0

■♠ (❡①♣ (ikx))

(❝♦s (x))k

=

n∑

k=0

■♠
(

(❡①♣ (ix))k
)

(❝♦s (x))k

=

n∑

k=0

■♠

(

(❡①♣ (ix))k

(❝♦s (x))k

)

❝❛r ∀k ∈ J0, nK,

(

1

❝♦s (x)

)k

❡st ✉♥ ré❡❧✳

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛✐s♦♥✱
❡①♣ (ix)
❝♦s (x)

✱ ♥✬❡st ♣❛s 1 ♣✉✐sq✉❡ s✐♥ (x) ❡st

♥♦♥ ♥✉❧ ❡t
❡①♣ (ix)
❝♦s (x)

❡st 1+ i
s✐♥ (x)
❝♦s (x)

✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✿

A = ■♠

(

n∑

k=0

(

❡①♣ (ix)
❝♦s (x)

)k
)

= ■♠











1−

(

❡①♣ (ix)
❝♦s (x)

)n+1

1−
❡①♣ (ix)
❝♦s (x)











= ■♠

(

(❝♦s(x))n+1
− ❡①♣ (i(n+ 1)x)

(❝♦s(x))n+1
− (❝♦s(x))n × (❝♦s(x) + i s✐♥(x))

)

A = ■♠

(

(❝♦s(x))n+1
− ❝♦s ((n+ 1)x) − i s✐♥ ((n+ 1)x)

−i (❝♦s(x))n × s✐♥(x)

)

= ■♠

(

i× ❝♦s(x)
s✐♥(x)

)

+ ■♠

(

−i ❝♦s ((n+ 1)x)

s✐♥(x)× (❝♦s(x))n

)

+ ■♠

(

s✐♥ ((n+ 1)x)

s✐♥(x)× (❝♦s(x))n

)

=
❝♦s(x)
s✐♥(x)

−
❝♦s((n+ 1)(x))

s✐♥(x)× (❝♦s(x))n
.

❆r❣✉♠❡♥t

❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳
• ■❧ ❡①✐st❡ r ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t θ ✉♥ ré❡❧ t❡❧ q✉❡ z ❡st r ❡①♣(iθ)✳

❈✬❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ z ♦✉ ❧✬é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ z✳

• ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐s✱ s✐ r ❡t r ′ s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ❡t
θ ❡t θ ′ ❞❡✉① ré❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿

reiθ = r ′eiθ
′ ⇔ r = r ′ ❡t ∃k ∈ Z t❡❧ q✉❡ θ = θ ′ + 2kπ

Proposition 42

▼ét❤♦❞❡✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✷



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

▲❡ r ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ z✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠❡
tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ♣❛r |z|✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡✉① ré❡❧s a ❡t b t❡❧s
q✉❡ ✿

z = |z|× (a+ ib).

■❧ ❢❛✉t ré✉ss✐r ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é✈✐❞❡♥t ✦✮ à r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ré❡❧ θ t❡❧ q✉❡ a = ❝♦s(θ) ❡t
b = s✐♥(θ)✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ −5 ❡st 5 ❡①♣ (iπ)✳

✷✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ 1+ i ❡st
√
2 ❡①♣

(

i
π

4

)

✳

✸✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ 5− 5i ❡st 5 ❡①♣
(

−i
π

4

)

✳

✹✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ 1+
√
3i ❡st 2 ❡①♣

(

i
π

3

)

✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t θ ✉♥ ré❡❧✳ ▼❡ttr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

z1 =

(

−
1

2
+ i

√
3

2

)

×
(

1− i
√
3
)

❡t z2 = (1+ i)× (s✐♥ (θ) + i ❝♦s (θ)) .

❖♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝♦s ❡t s✐♥ ✿

z1 = ❡①♣

(

i
2π

3

)

× 2×
(

1

2
− i

√
3

2

)

= 2 ❡①♣

(

i
2π

3

)

× ❡①♣
(

−i
π

3

)

= 2 ❡①♣
(

i
π

3

)

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r z2 ✿

z2 =
√
2×

(√
2

2
+ i

√
2

2

)

× i(❝♦s(θ) − i s✐♥(θ))

=
√
2 ❡①♣

(

i
π

4

)

× ❡①♣
(

i
π

2

)

× ❡①♣ (−iθ)

=
√
2 ❡①♣

(

i

(

3π

4
− θ

))

❱♦✉s ❛✈❡③ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉é q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛✐s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s
tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ♣❡t✐t ❜❧♦❝ ♣❛r ♣❡t✐t ❜❧♦❝✳
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ ❛ ✿

• ❡①♣ (ia) + ❡①♣ (ib) = 2 ❝♦s

(

a− b

2

)

❡①♣

(

i
a+ b

2

)

✳

• ❡①♣ (ia) − ❡①♣ (ib) = 2i s✐♥

(

a− b

2

)

❡①♣

(

i
a+ b

2

)

✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♥❣❧❡ ♠♦✐t✐é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

❡①♣ (ia) + 1 = 2 ❝♦s
(a

2

)

❡①♣
(

i
a

2

)

❡t ❡①♣ (ia) − 1 = 2i s✐♥
(a

2

)

❡①♣
(

i
a

2

)

Proposition 43

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼❡ttr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡①♣ (ia) + 1
1− ❡①♣ (ia)

❛✈❡❝ a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ]0, π[✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ 1 − ❡①♣ (ia) ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ♣✉✐sq✉❡ a ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 2π✳ ❖♥ ♠❡t ❡①♣
(

i
a

2

)

❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❡①♣ (ia) + 1
1− ❡①♣ (ia)

=
❡①♣

(

i
a

2

)

+ ❡①♣
(

−i
a

2

)

❡①♣
(

−i
a

2

)

− ❡①♣
(

i
a

2

) ×
❡①♣

(

i
a

2

)

❡①♣
(

i
a

2

)

=
2 ❝♦s

(a

2

)

−2i s✐♥
(a

2

)

= i
❝♦s
(a

2

)

s✐♥
(a

2

)

=
i

t❛♥
(a

2

) ❝❛r t❛♥
(a

2

)

❡①✐st❡ ❡t ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❝❛r a ∈]0, π[

.

❙♦✐t z ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙✐ θ✱ ✉♥ ré❡❧✱ ✈ér✐✜❡ z = |z|eiθ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ θ
❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ z ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ ❆r❣ (z)✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ z q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
] − π, π] ❡st ❛♣♣❡❧é ❛r❣✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ z✳

Définition 44

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t✳ ❙✐ (0,−→u ,−→v ) ❡st ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é
❞✉ ♣❧❛♥✱ M1(z1) ❡t M2(z2) ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥s ❛✈❡❝ z1 ❡t z2 ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ θ1 ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡
M1 ❡t θ2 ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ M2 ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

−−−→
OM1 = |z1|

−→uθ1

❡♥ ♥♦t❛♥t −→uθ1
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦s(θ1)

−→u + s✐♥(θ1)
−→v ✳ (|z1|, θ1) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s

❞❡ M1✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿
(−−−→
OM1,

−−−→
OM2

)

= θ2 − θ1.

❙♦✐❡♥t a✱ b ❞❡✉① ré❡❧s ❡t c ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ a ❡st é❣❛❧ à b

♠♦❞✉❧♦ c✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ a ≡ b [c]✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ k ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ a = b+ kc✳

Définition 45
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

• 30 ≡ 16 [7]

• 231 ≡ 123 [2]

• 0 ≡ 1 [1]

• π

3
≡ 13π

3
[2π] • −

π

4
≡ 7π

4
[2π]

• π

2
≡ −

π

2
[π]

❙♦✐❡♥t (θ1, θ ′
1, θ2, θ

′
2) ∈ R

4✱ s♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ✿
• θ1 ≡ θ ′

1[2π] ❡t θ2 ≡ θ ′
2[2π] ⇒ θ1 + θ2 ≡ θ ′

1 + θ
′
2[2π]

• θ1 ≡ θ ′
1[2π] ❡t θ2 ≡ θ ′

2[2π] ⇒ θ1 − θ2 ≡ θ ′
1 − θ

′
2[2π]

• nθ1 ≡ nθ ′
1[2π] ⇔ θ1 ≡ θ ′

1

[

2π

n

]

Proposition 46

P♦✉r t♦✉t (z, z ′) ∈ (C⋆)2✱ ♦♥ ❛ ✿
✶✳ ❆r❣ (z) ≡ 0[2π] ⇔ z ∈ R

⋆

+

✷✳ ❆r❣ (z) ≡ 0[π] ⇔ z ∈ R
⋆

✸✳ ❆r❣ (z) ≡ π

2
[π] ⇔ z ∈ iR⋆

✹✳ ❆r❣ (z) ≡ −❆r❣ (z)[2π]

✺✳ ❆r❣ (zz ′) ≡ (❆r❣ (z) + ❆r❣ (z ′)) [2π]

✻✳ ❆r❣
( z

z ′

)

≡ (❆r❣ (z) − ❆r❣ (z ′)) [2π]

✼✳ |z+ z ′| = |z|+ |z ′| ⇔ ❆r❣ (z) ≡ ❆r❣ (z ′)[2π]

Proposition 47

◆❡ ♣❛s ❤és✐t❡r ✉♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❞❡ss✐♥ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❖♥ ♣♦s❡ u =
√

2−
√
2− i

√

2+
√
2✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ u2 ❡t ❞❡ u4 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦s

(

3π

8

)

✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✧♣❛rt✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✧ ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

u2 = 2−
√
2− 2i

√

2+
√
2×

√

2−
√
2− 2−

√
2

= −2
√
2− 2i×

√
4− 2

= −2
√
2(1+ i)
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

♣✉✐s✱ s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t u4 = −16i s♦✐t u4 = 16 ❡①♣

(

i
3π

2

)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ é❝r✐t u s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ r ❡①♣ (iθ) ❛✈❡❝ r ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t θ ré❡❧✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

u4 = r4 ❡①♣ (4iθ) .

❈♦♠♠❡ u4 = 16 ❡①♣

(

i
3π

2

)

✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

r4 ❡①♣ (4iθ) = 16 ❡①♣

(

i
3π

2

)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ r4 = 16 ❡t 4θ ≡ 3π

2
[2π] ♣✉✐s r = 2 ❡t θ ≡ 3π

8

[π

2

]

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ u ❛♣♣❛rt✐❡♥t

à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{

2 ❡①♣

(

i
3π

8

)

, 2 ❡①♣

(

i
7π

8

)

, 2 ❡①♣

(

i
11π

8

)

, 2 ❡①♣

(

i
15π

8

)}

P❧❛❝❡③✲❧❡s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ✈♦✉s ✈❡rr❡③ q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ❛②❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ u✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡st 2 ❡①♣

(

i
15π

8

)

❞♦♥❝ ✿

2 ❝♦s

(

15π

8

)

+ 2i s✐♥

(

15π

8

)

=

√

2−
√
2− i

√

2+
√
2

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐♥

(

15π

8

)

= −

√

2+
√
2

2
❡t ❝♦s

(

3π

8

)

= s✐♥

(

π

2
−
3π

8

)

❡t ❞♦♥❝ ✿

❝♦s

(

3π

8

)

= s✐♥
(π

8

)

= − s✐♥
(

2π−
π

8

)

= − s✐♥

(

15π

8

)

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❝♦s

(

3π

8

)

=

√

2+
√
2

2
✳

❙♦✐❡♥t ρ ❡t ρ ′ s♦♥t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ θ ❡t θ ′ ❞❡✉① ré❡❧s ❡t n ✉♥
❡♥t✐❡r✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

• ρeiθ × ρ ′eiθ
′
= ρρ ′eiθ+θ ′

•
(

ρeiθ
)−1

=
1

ρ
e−iθ

• ρeiθ = ρe−iθ

•
(

ρeiθ
)n

= ρneinθ

Proposition 48

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✼



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

▼ét❤♦❞❡✿

✶✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r s♦✉s ❢♦r♠❡
tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣rès ♦❜t❡♥✐r s❛ ❢♦r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ s✐ r
❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t θ ✉♥ ré❡❧ ❛❧♦rs r ❡①♣(iθ) ❛ ♣♦✉r ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ r ❝♦s(θ) ❡t ♣♦✉r
♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ r s✐♥(θ)✳

✷✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r s♦✉s ❢♦r♠❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣rès ♦❜t❡♥✐r s❛ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈✉❡
❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r

(

1− i

1+ i

)4

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❉é✈❡❧♦♣♣❡r ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s très ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✳ ❈✬❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉tôt ❧❛ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠é✲

tr✐q✉❡✳ ❉❡ 1− i =
√
2 ❡①♣

(

−
iπ

4

)

❡t 1+ i =
√
2 ❡①♣

(

iπ

4

)

✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

(

1− i

1+ i

)4

=

(

❡①♣

(

−
iπ

2

))4

= 1

❊①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r C ♣❛r ✿

❡①♣ : z 7→ ❡①♣ (❘❡ (z))× ❡①♣ (i■♠ (z))

Définition 49

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣(2 − 3i) = e2 × ❡①♣(−3i)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇❈P❙❚✶✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♥✱ ❝♦s✱ s✐♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ét❡♥❞✉❡s s✉r C✳ ❊❝r✐r❡ ❝♦s(2 + i)✱ ❧♥(i) ♦✉ s✐♥(2 + 3i) s❡r❛✐❡♥t
❢â❝❤❡✉① ✦

❙♦✐❡♥t z ❡t z ′ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❡①♣(z+ z ′) ❡st ❡①♣(z)× ❡①♣(z ′)✳

Proposition 50

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✽



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✶✳✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❙❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ a s❡r❛ ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ b ❡t c ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

az2 + bz+ c = 0

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❙♦✐t ∆ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿ δ =

{√
∆ s✐ ∆ > 0

i
√
−∆ s✐ ∆ < 0

✳ δ2 ❡st ❛❧♦rs ∆✳

Proposition 51

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ δ t❡❧ q✉❡ δ2 = z ❛✈❡❝ z ❝♦♥♥✉ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞✬é❝r✐r❡ z s♦✉s

❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ♣✉✐s ❞❡ ♣♦s❡r δ =
√

|z| ❡①♣

(

i
❆r❣ (z)
2

)

✳

❙♦✐t δ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ δ2 = b2 − 4ac✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡ z✱ ♦♥ ❛ ✿

az2 + bz+ c = 0⇐⇒ z =
−b+ δ

2a
♦✉ z =

−b− δ

2a
.

Proposition 52

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t u ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ]0, π[✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E) ❡t ❞♦♥♥❡r ❧❡✉r ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦✲
♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ (E) ❧✬ éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z ✿

z2 + 2(1− ❝♦s(u))z+ 2(1− ❝♦s(u)) = 0

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
▲❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✿

∆ = 4(1− ❝♦s(u))2 − 8(1− ❝♦s(u))

= 4(1− ❝♦s(u))× (1− ❝♦s(u) − 2)

= −4(1− ❝♦s2(u))

= −4 s✐♥2(u).

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✸✾



Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

∆ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❞♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (E) s♦♥t ✿

2(❝♦s(u) − 1)± i
√
∆

2

❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ (❝♦s(u) − 1)± i s✐♥(u)✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ❧❡s r1 ❡t r2✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♠♦✐t✐é ✿

r1 = −1+ ❡①♣ (iu)

= ❡①♣
(

i
u

2

)

×
(

− ❡①♣
(

−i
u

2

)

+ ❡①♣
(

i
u

2

))

= ❡①♣
(

i
u

2

)

× 2i s✐♥
(u

2

)

= 2 s✐♥
(u

2

)

× ❡①♣

(

i
u+ π

2

)

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ r2 ❡st 2 s✐♥
(u

2

)

× ❡①♣

(

−i
u+ π

2

)

✳

❙♦✐t P ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ x 7→ x2 + bx+ c✳

• ▲❡s r❛❝✐♥❡s z1 ❡t z2 ❞❡ P ✈ér✐✜❡♥t ✿

{
z1 + z2 = −b

z1 × z2 = c
✳

• ❙✐ z1 ❡t z2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ✿

{
z1 + z2 = −b

z1 × z2 = c
❛❧♦rs z1 ❡t z2

s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P✳

Proposition 53

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❊♥ ❇❈P❙❚✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

az2 + bz+ c = 0

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ a ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t b ❡t c ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ s❛✐t ❧❡ ❢❛✐r❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ré❡❧s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ❞❡ a✱ b ❡t c
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✳✳✳ ❡t ♣❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✦✮✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭❞❡❣ré ✷ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♠♣❧❡①❡s✮✱ ♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❝❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❖♥ s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ z ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿

az2 + bz+ c = 0⇔ a

(

z2 +
b

a
z+

c

a

)

= 0

⇔
(

z+
b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

✷✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs δ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ δ2 = b2−4ac✳ ▲❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞✬é❝r✐r❡ b2−4ac s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ρ ❡①♣ (iθ) ❛✈❡❝ ρ ❡t θ ❞❡✉① ré❡❧s ❡t ρ > 0 ✭✐✳❡✳ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

❞❡ b2 − 4ac✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
√
ρ ❡①♣

(

i
θ

2

)

♣♦✉r δ ❡t ç❛ ♠❛r❝❤❡ ✦ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✿

az2 + bz+ c = 0⇐⇒
(

z+
b

2a

)2

=

(

δ

2a

)2

⇐⇒
(

z+
b− δ

2a

)

×
(

z+
b+ δ

2a

)

= 0

⇐⇒ z =
−b− δ

2a
♦✉ z =

−b+ δ

2a

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ z2 − 2iz+
√
3× i = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ❛ δ2 =

√
3× i+1 ❛✈❡❝ δ =

√
2×❡①♣

(

i
π

6

)

❝❛r
√
3× i+1 ❡st 2×❡①♣

(

i
π

3

)

✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡

z✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

z2 − 2iz+
√
3× i = 0⇐⇒ (z− i)2 = −(

√
3× i− i2)

⇐⇒ (z− i)2 = −δ2❝❛r δ ❡st
√
2× ❡①♣

(

i
π

6

)

✳

⇐⇒ (z− i)2 − (iδ)2 = 0

⇐⇒ (z− i− iδ)× (z− i+ iδ) = 0

⇐⇒ z = i+ iδ ♦✉ z = i− iδ

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ −
1√
2
+ i

√
2+

√
3√

2
❡t

1√
2
+ i

√
2−

√
3√

2
❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❛❝✐♥❡s ni�eme ✭❯♥ ♣❡✉ ❤♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✮

n ❞és✐❣♥❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❛❝✐♥❡s ni�eme ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s z ✈ér✐✜❛♥t zn = 1✳

Définition 54

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sn ❞❡s r❛❝✐♥❡s ni�eme ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡st ✿

Sn =

{

❡①♣

(

2ikπ

n

)

❛✈❡❝ k ∈ {0, 1, . . . , n− 1 }

}

.

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳

Proposition 55
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

S1 = {1 } , S2 = {1,−1 } , S3 =
{
1, j, j2

}
✭❡♥ ♥♦t❛♥t j = ❡①♣

(

i
2π

3

)

✮✱ S4 = {1, i,−1,−i }✳ ◆❡ ♣❛s

❤és✐t❡r à ✈✐s✉❛❧✐s❡r s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧
s✉✣t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝❡ ❝❡r❝❧❡✳

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡✱ zn = a ❛✈❡❝ a ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s
r❛❝✐♥❡s ni�eme ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✿

• ❙✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ z0 ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

zn = a ⇐⇒ zn = zn0

⇐⇒
(

z

z0

)n

= 1 ❝❛r z0 6= 0

⇐⇒ z

z0
∈ Sn

⇐⇒ ∃ k ∈ {0, 1, . . . , n− 1 } t❡❧ q✉❡
z

z0
= ❡①♣

(

2ikπ

n

)

⇐⇒ ∃ k ∈ {0, 1, . . . , n− 1 } t❡❧ q✉❡ z = z0 ❡①♣

(

2ikπ

n

)

• ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t a s♦✉s ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❡t✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ra s♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡t θa s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r z0 = n

√
ra ❡①♣

(

iθa

n

)

✳ z0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r (1+i)6 ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ z6 = −8i ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❘és♦✉❞r❡
❛✉ss✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (z− 1)6 + (z+ 1)6 = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ z ❝♦♠♣❧❡①❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳ 1+ i ❡st
√
2 ❡①♣

(

i
π

4

)

✱ ♦♥ ❛ ✿

(1+ i)6 = 23 ❡①♣
(

6i
π

4

)

= −8i

❉✬♦ù✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r✱ ♦♥ ❛ ✿

z6 = −8i⇐⇒ z6 = (1+ i)6

⇐⇒
(

z

1+ i

)6

= 1

⇐⇒ ∃k ∈ J0❀ 5K/
z

1+ i
= ❡①♣

(

i
kπ

3

)

⇐⇒ ∃k ∈ J0❀ 5K/z = (1+ i)× ❡①♣

(

i
kπ

3

)
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Partie 1: ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❚r✐❣♦♥♦♠étr✐❡

✷✳ ❖♥ ❛ (z− 1)6 + (z+ 1)6 = 0⇔ (z+ 1)6 = −(z− 1)6✳ ✶ ♥✬❡st ♣❛s s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❝❛r
26 6= 0✮ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r z 6= 1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t Pz ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✧z ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✧✱ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pz ⇐⇒
(

z+ 1

z− 1

)6

= −1

⇐⇒
(

z+ 1

z− 1

)6

=
(

❡①♣
(

i
π

6

))6

⇐⇒ ∃k ∈ J0❀ 5K t❡❧ q✉❡

(

z+ 1

z− 1

)

= ❡①♣

(

i
π+ 2kπ

6

)

⇐⇒ ∃k ∈ J0❀ 5K t❡❧ q✉❡ (z+ 1) ❡①♣
(

−i
π

6

)

= (z− 1) ❡①♣

(

i
kπ

3

)

⇐⇒ ∃k ∈ J0❀ 5K t❡❧ q✉❡ z =
❡①♣

(

i
kπ

3

)

+ ❡①♣
(

−i
π

6

)

❡①♣

(

i
kπ

3

)

− ❡①♣
(

−i
π

6

)

■❧ s✉✣t ❛♣rès ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣r❡♥❞r❡ à k ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ 0 à 5✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧ ✿

{

(−
√
3− 2)i,−i, (

√
3− 2)i, (−

√
3+ 2)i, i, (

√
3+ 2)i

}

.

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❝♦♥❥✉❣✉é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉ ❝❛r ❧❡ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ (X− 1)6 + (X+ 1)6 ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ✭☞ ❈❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✮✳
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P❛rt✐❡ ✷

▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

✷✳✶ Pr❡♠✐èr❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s

✷✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ K ❞és✐❣♥❡ R ♦✉ C✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ é❝r✐t ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✈❡❝ K✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡✉① ♣❤r❛s❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛rt♦✉t K ♣❛r R ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛rt♦✉t K ♣❛r C✳

• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ u ❞é✜♥✐❡ s✉r N ✭♦✉
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N✮ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K ✿

u :

{
N → K

n 7→ u(n)
.

• ❖♥ ♥♦t❡ K
N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✳

• P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ (un)n∈N à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ u ❡t un à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ u(n)✳
▲✬é❧é♠❡♥t un s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ ni�eme t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡t u0 ❡st
❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡✳

Définition 56

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❈♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

✶✳ ❙♦✐t p ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (un)n>p s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉✬ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣
p✱ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❛❧♦rs up✳

✷✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (un)n∈E s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✳

✹✺



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s Pr❡♠✐èr❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

■❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ (un)n∈N✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ un q✉✐ ❡st ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ♥❡ ❞✐r❛ ♣❛s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ un ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♥✐ q✉❡ un ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ❧❡ ré❡❧ f(x)✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉✐t❡ ✿

✶✳ ❙♦✐t ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ∀ n ∈ N, u2n =
3n+ π

n2 + 1
❡t u2n+1 =

√
n✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st

❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

✷✳ ❙♦✐t (vn)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ v0 = 1, v1 = 0 ❡t ∀ n ∈ N, vn+2 = vn+1−vn✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✳

✸✳ ❙♦✐t ❧❛ s✉✐t❡ (wn)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ∀n ∈ N, ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ wn t❡❧ q✉❡ −1 +

nwn +w2
n + n2w3

n = 0✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡

❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s (n,m) t❡❧s q✉❡ n 6 m✱ ♦♥ ❛ ✿ Un 6 Um ✭r❡s♣✳ Un >

Um✮✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥t❡✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s (n,m) t❡❧s q✉❡ n < m✱ ♦♥
❛ ✿ Un < Um ✭r❡s♣✳ Un > Um✮✳

• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ Un =

U0✳ (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳

• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ p t❡❧
q✉❡ ❧✬ ♦♥ ❛✐t Un+p = Un ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡
(Un)n∈N ❡st ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ p✳

Définition 57

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ❞é✜♥✐t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✱ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳✳✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• ◗✉❡❧q✉❡s s✉✐t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿ (0)n∈N✱ (π)n∈N✱ (❧♥(10))n∈N✳✳✳
• ▲❡s s✉✐t❡s 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
• ❙♦✐t q ✉♥ ré❡❧✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ (qn)n∈N

❡st ✿
• ❝♦♥st❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ q = 1✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✹✻



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

• st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ q = 0✳ ✭❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ 0n ✈❛✉t 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♥♦♥ ♥✉❧
❡t q✉❡ 00 ✈❛✉t 1✳✮

• ✷✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ q = −1✳
• str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ q > 1✳
• str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ q ∈]0❀ 1[✳

• ▲❡s s✉✐t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s s✉✐t❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✳
• ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s✳
• ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳
• ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡

♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳
• ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢ ♦✉ ♥✉❧ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡

❝♦♥tr❛✐r❡✳

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ Un 6 Un+1 ✭r❡s♣✳ Un > Un+1✮✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❞✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐s✲

s❛♥t❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ Un < Un+1

✭r❡s♣✳ Un > Un+1✮✳

Proposition 58

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ s❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞é✜♥✐❡s
s✉r R t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛✐t f(x) 6 f(x + 1) ❡t f ♥✬❡st ♣❛s ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ f : x 7→ ❝♦s (2πx)

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s (Un)n∈N✱ ♦♥ ♣❡✉t ✿
• ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ Un+1 −Un✳

• ❙✐ (Un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♣❛r❡r
Un+1

Un
❡t 1✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s t❡rr✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈♦✐r ♣❛r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❡t ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ét❛❜❧✐r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ♣❛s
❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

• ❊ss❛②❡r ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡✳

• ➱❝r✐r❡ (Un)n∈N✱ s✐ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (f(n))n∈N ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
R

+✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ (Un)n∈N✳ ❈✬❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r f✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✹✼



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s Pr❡♠✐èr❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❱❡rt✉❞✐❡✉ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡

(

−
1

n✦

)

n∈N

♣✉✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ u0 = 1 ❡t✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+1 = s✐♥(un)✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (Vn)n∈N ❧❛ s✉✐t❡

(

−
1

n✦

)

n∈N

✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Vn+1 − Vn = −
1

(n+ 1)✦
+
1

n✦

=
−1+ n+ 1

(n+ 1)✦

=
n

(n+ 1)✦

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Vn+1−Vn > 0✳ (Vn)n∈N ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t
❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❖♥ ❡s♣èr❡ q✉❡ ✈♦✉s ♥❡ ✈♦✉s êt❡s ♣❛s ❢❛✐t ❛✈♦✐r ♣❛r ❧❛ t❡rr✐❜❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ✦

■❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿
Vn+1

Vn

< 1✳ ◆♦tr❡ s✉✐t❡ ét❛♥t ❞❡ ♣❧✉s

str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ P(n) ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✧0 6 un+1 6 un 6 1✧✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s✐♥(1) ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ P(0) ❡st ✈r❛✐❡✳ 1 ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t
π

2
✱ ♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s✐♥ s✉r

[

0,
π

2

]

✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

s✐♥(0) 6 s✐♥(1) 6 s✐♥
(π

2

)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ 0 6 s✐♥(1) 6 1 ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ P(0) ❡st ✈r❛✐❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ P(n) ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès P(n)✱ 0 6

un+1 6 un 6 1 ❞✬♦ù ✿

s✐♥(0) 6 s✐♥(un+1) 6 s✐♥(un) 6 s✐♥(1)

♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s✐♥ s✉r
[

0,
π

2

]

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r [0, 1]✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ 0 6 un+2 6

un+1 6 s✐♥(1)✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r q✉❡ s✐♥(1) 6 1 ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ P(n+ 1) ❡st ❛❧♦rs ✈r❛✐❡✳
❇r❡❢✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✿ un+1 6 un✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ (un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✹✽



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳
• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ♠❛❥♦ré❡ s✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ M t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r

♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t Un 6M✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs (Un)n∈N 6M ❡t ♦♥ ❞✐t q✉❡ M
❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥♦ré❡ s✬ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ m t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t Un > m✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs (Un)n∈N > m ❡t
♦♥ ❞✐t q✉❡ m ❡st ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

• (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ s✐ (Un)n∈N ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ♠✐♥♦ré❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡✳
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❙✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ (un)n∈N ❡st ❜♦r♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ n0✱ n0 ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① ré❡❧s m ❡t M t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n s✉♣ér✐❡✉r à n0✱ ♦♥ ❛✐t ✿ m 6 un 6 M ❛❧♦rs
(un)n∈N ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

m ′ = ♠✐♥ ({u0, u1, · · · , un0−1,m }) ❡t M ′ = ♠✐♥ ({u0, u1, · · · , un0−1,M })

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿ ∀n ∈ N, m 6 un 6M✳
• ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❢❛✐r❡ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ r❛♥❣ n0✱ n0 ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

✶✳ ▲❡ ♠❛❥♦r❛♥t ❡t ❧❡ ♠✐♥♦r❛♥t ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
♠❛❥♦r❛♥ts ❡t ❞❡ ♠✐♥♦r❛♥ts✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛❥♦r❛♥t ❝♦♠♠❡ ♠✐♥♦r❛♥t ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n✳

(Un)n∈N ❡st ❜♦r♥é❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ M t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
n✱ ♦♥ ❛✐t |Un| 6M✳

Proposition 60

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

•
(

5

n

)

n>1

❡st ♠✐♥♦ré❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r 0✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ♠❛❥♦ré❡ ✭♣❛r 5 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

• (10+ n)n∈N ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡ ♠❛✐s ❡st ♠✐♥♦ré❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r 10✮✳
• (❝♦s(n))n∈N ❡st ❜♦r♥é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r 1✮✳
• ▲❡s s✉✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡ ✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✹✾



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s Pr❡♠✐èr❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s

✷✳✶✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ E ❡t F s♦♥t ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ N ❡t (Un)n∈E ❡t (Vn)n∈F ❞❡✉① s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s K✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ U ❧❛ s✉✐t❡ (Un)n∈E ❡t V ❧❛ s✉✐t❡ (Vn)n∈F✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ U ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉✐t❡ V ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ U = V ♦✉
(Un)n∈E = (Vn)n∈F✮ s✐ E = F ❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❞❛♥s E✱ ♦♥ ❛ ✿ Un = Vn✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ U ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à V ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ U 6 V ♦✉ (Un)n∈E 6

(Vn)n∈E✮ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❞❛♥s E✱ ♦♥ ❛ ✿ Un 6 Vn✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ U ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à V ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ U > V ♦✉ (Un)n∈E >

(Vn)n∈E✮ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❞❛♥s E✱ ♦♥ ❛ ✿ Un > Vn✳
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❙♦✐t λ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳
• ❖♥ ♥♦t❡ λU ♦✉ λ(Un)n∈E ❧❛ s✉✐t❡ (λUn)n∈E✳
• ❖♥ ♥♦t❡ U+ V ♦✉ (Un)n∈E + (Vn)n∈E ❧❛ s✉✐t❡ (Un + Vn)n∈E✳
• ❖♥ ♥♦t❡ U× V ♦✉ (Un)n∈E × (Vn)n∈E ❧❛ s✉✐t❡ (UnVn)n∈E✳

• ❙✐ V ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ F ❞❡ E ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡
U

V
♦✉

(Un)n∈F

(Vn)n∈F

❧❛ s✉✐t❡

(

Un

Vn

)

n∈F

✳

Définition 62

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ❆✈❡❝ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît s✉r R✱ s❡
tr❛♥s♣♦s❡♥t ❛✉① s✉✐t❡s✳ ❆ ♥♦t❡r t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ s✉✐t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♥✉❧❧❡
s❛♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s s♦✐t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♥✉❧❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s s✉✐t❡s
(un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = 1, v0 = 0 ❡t , ∀ n ∈ N, un = 0 ❡t vn = 1.

♣♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✳
• ❙✐ ♦♥ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ (unvn)n∈N = (unwn)n∈N✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ (vn)n∈N =

(wn)n∈N ♦✉ (un)n∈N = (0)n∈N✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ un = 0 ♦✉
vn = wn✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ un = 0 ♦✉ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ vn = wn ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ un = 0 ♦✉ vn = wn✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✵



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

✷✳✷ ❙✉✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

✷✳✷✳✶ ❙✉✐t❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s

(Un)n∈N✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✱ ❡st ❞✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ r✱
❛♣♣❡❧é r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿

∀n ∈ N, Un+1 = Un + r.

Définition 63

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n✳ ▲❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ u0 =

1 ❡t ∀n ∈ N, un+1 = un +(n+ 1) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ n+ 1✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣✉✐sq✉❡ u2 − u1 = 3 ❡t u1 − u0 = 2 ❡t ❞♦♥❝ u2 − u1 6= u1 − u0✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲❛ s✉✐t❡ (3n+ 1)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ 3✳

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K ❞❡ r❛✐s♦♥ r ∈ K✳
• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Un = U0 + nr ❡t
n∑

k=0

Uk = (n+ 1)U0 +
n(n+ 1)

2
× r.

• P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (n,m) ❞❡ N
2✱ ♦♥ ❛ ✿ Un = Um + (n−m)× r✳

• P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (n,m) ❞❡ N
2 t❡❧ q✉❡ n > m✱ ♦♥ ❛ ✿

n∑

k=m

Uk =
(Un +Um)× (n−m+ 1)

2
.

Proposition 64

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (un)n∈N ❡st ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✱ ♦♥ ♣❡✉t ✿

✶✳ ➱✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té un+1 − un ❡t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❝✬❡st ❛❧♦rs ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✮✳

✷✳ ❚❡♥t❡r ❞✬é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (a+ bn)n∈N
❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭b ❡st ❛❧♦rs

❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✶



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❙✉✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

✷✳✷✳✷ ❙✉✐t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

(Un)n∈N✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✱ ❡st ❞✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ q✱
❛♣♣❡❧é r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿

∀n ∈ N, Un+1 = qUn

Définition 65

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n✳ ▲❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ u0 =

1 ❡t ∀n ∈ N, un+1 = un × (n+ 1) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ n+ 1✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ u3 = 2× u2 ❡t u2 = 1× u1 ❡t 2 6= 1✳

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ (un)n∈N✱ ♦♥ ♣❡✉t ✿

✶✳ ❙✐ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❥❛♠❛✐s✱ é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
un+1

un

❡t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st

❝♦♥st❛♥t❡ ✭❝✬❡st ❛❧♦rs ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✮✳

✷✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❥♦✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬é❝r✐r❡ ♥♦tr❡
s✉✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (a× bn)n∈N

❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭b ❡st ❛❧♦rs ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✮✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡ (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❧❡s s✉✐t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

∀n ∈ N, un = 32n × 5 ❡t vn = 3n × 2−n

s♦♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ (un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ 9 ❡t (vn)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❞❡ r❛✐s♦♥
3

2
♣✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

∀n ∈ N, un =
(

32
)n × 5 ❡t vn =

(

3

2

)n

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✷



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ q ❛✈❡❝ q ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✳

• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Un = qn ×U0 ❡t
n∑

k=0

Uk = U0 ×
(

1− qn+1

1− q

)

.

• P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (n,m) ❞❡ N
2 t❡❧ q✉❡ n > m✱ ♦♥ ❛ ✿

Un = qn−m ×Um ❡t
n∑

k=m

Uk = Um ×
(

1− qn−m+1

1− q

)

.

Proposition 66

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ♥❡ ✈❛✉t ♣❛s 1 ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❙✐ ❧❛ r❛✐s♦♥ ✈❛✉t

1✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ✿
n∑

k=0

Uk = (n+1)×U0✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❊①♣❧✐❝✐t❡r (vn)n∈N ❧❛ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t v2 =
1

4
❡t v5 =

1

108
✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ r❛✐s♦♥ q ❞❡ (vn)n∈N✳ ❉❡ v5 = q3 × v2✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ q =
1

3
✳ v2 =

1

4
❡t

v2 =
v0

9
❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs v0 =

9

4
✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (vn)n∈N ❡st

(

9

4× 3n
)

n∈N

✳

✷✳✷✳✸ ❙✉✐t❡s ❛r✐t❤♠ét✐❝♦✲❣é♦♠étr✐q✉❡s

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✳ (Un)n∈N ❡st ❞✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐❝♦✲
❣é♦♠étr✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ a ❡t b ❞❡✉① s❝❛❧❛✐r❡s t❡❧s q✉❡ ✿

a 6= 1 ❡t ∀ n ∈ N, Un+1 = aUn + b.

Définition 67

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ a ❡t b ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n✳ ▲❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
u0 = 1 ❡t ∀n ∈ N, un+1 = un × (n+ 1) + 5 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐❝♦✲❣é♦♠étr✐q✉❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✸



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❙✉✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❙♦✐❡♥t a✱ b ❡t c tr♦✐s s❝❛❧❛✐r❡s t❡❧s q✉❡ a 6= 1✳ ❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿ U0 = c ❡t , ∀ n ∈ N, Un+1 = aUn + b✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Un = α+ an × (c− α)

❛✈❡❝ α ❧❡ ré❡❧ t❡❧ q✉❡ α = aα + b✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
q✉❡ (Un − α)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ a✳

Proposition 68

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐❝♦✲❣é♦♠étr✐q✉❡ (un)n∈N ✈ér✐✜❛♥t ✿

u0 = c ❡t , ∀ n ∈ N, un+1 = aun + b

❛✈❡❝ a✱ b ❡t c ❝♦♥♥✉s✱ ♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡t ♣❛s ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ❝÷✉r✮ ✿

✶✳ ➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ré❡❧ α t❡❧ q✉❡ α = aα+ b✳

✷✳ ➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❖♥ é❝r✐t q✉❡ ✿ ∀n ∈ N, α = aα+b ❡t un+1 = aun+b ❡t ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ✿

∀n ∈ N, (un+1 − α) = a(un − α)

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ (un − α)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ a✳

✸✳ ➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛❧♦rs (un−α)n∈N ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✮
♣✉✐s ♦♥ r❡✈✐❡♥t à (un)n∈N✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❯♥ ❢✉♠❡✉r ✈❡✉t ❛rrêt❡r ❞❡ ❢✉♠❡r✳ ❙✬✐❧ ❛ ré✉ss✐ à ♥❡ ♣❛s ❢✉♠❡r ✉♥ ❥♦✉r✱ ✐❧ ❢✉♠❡ ❧❡ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❛✈❡❝ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té
1

2
✳ ▼❛✐s s✬✐❧ ❛ ❢✉♠é ✉♥ ❥♦✉r✱ ✐❧ ❢✉♠❡ ❧❡ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

1

4
✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r

♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ♥♦t❡ pn ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ❢✉♠❡ ❧❡ n✲✐è♠❡ ❥♦✉r✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ♣r♦✉✈❡r

q✉❡ pn+1 = −
pn

4
+
1

2
✭✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✧❊s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ✜♥✐✧✮ ♣✉✐s ❡①♣r✐♠❡r pn ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n ❡t ❞❡ p1✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ♥♦t♦♥s Fn ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✿ ✧❧❡ ❢✉♠❡✉r ❢✉♠❡ ❧❡ ♥✲✐è♠❡ ❥♦✉r✧✳ (Fn, Fn) ❢♦r♠❛♥t
✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s ✿

pn+1 = PFn
(Fn+1)P(Fn) + PFn

(Fn+1)P(Fn)

=
1

4
pn +

1

2
(1− pn)

= −
pn

4
+
1

2

▲❡ ré❡❧ x t❡❧ q✉❡ x = −
1

4
x+

1

2
❡st

2

5
✳ ❖♥ ❛ ✿

pn+1 = −
1

4
× pn +

1

2
❡t

2

5
= −

1

4
× 2

5
+
1

2

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✹



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ pn+1−
2

5
= −

1

4
×
(

pn −
2

5

)

❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡

(

pn −
2

5

)

n∈N

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❞❡ r❛✐s♦♥ −
1

4
✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

pn −
2

5
=
p1 −

2

5
(−4)n−1

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ pn =
5p1 − 2

5× (−4)n−1
+
2

5
✳

✷✳✷✳✹ ❙✉✐t❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷

• (Un)n∈N✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✱ ❡st ❞✐t❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡
✷ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s❝❛❧❛✐r❡s a ❡t b t❡❧s q✉❡ ✿

∀n ∈ N, Un+2 = aUn+1 + bUn.

• ▲✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ❝♦♠♣❧❡①❡✱ x2 = ax + b ❡st ❛♣♣❡❧é❡ éq✉❛t✐♦♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡✳

Définition 69

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ a ❡t b ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❡s s✉✐t❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
t❡r♠❡s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✺



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❙✉✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

Pr❡♥♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (Un)n∈N ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚r♦✐s ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿
✶✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s r1 ❡t r2 ❛❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn1 + µrn2 .

✷✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ r0 ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn0 + µnrn0 .

✸✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s r1 ❡t r2✱ ❡❧❧❡s
s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ reiθ ❡t re−iθ ❛✈❡❝ r ❡t θ ❞❡✉① ré❡❧s ❡t ✐❧ ❡①✐st❡r❛ ✿
• ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn1 + µrn2 .

• ❞❡✉① ré❡❧s A ❡t B t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = (A ❝♦s(nθ) + B s✐♥(nθ)) rn.

Proposition 70

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ (un)n∈N ré❡❧❧❡ ré❝✉rr❡♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✈ér✐✜❛♥t ✿

∀ n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun

❛✈❡❝ a ❡t b ❝♦♥♥✉s✱ ♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳

♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E) ✭❞✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✮ x2 = a× x + b ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x
❝♦♠♣❧❡①❡✳

• ➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❡✳

✶✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s r1 ❡t r2 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① ré❡❧s λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn1 + µrn2 .

✷✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ r0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s
λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn0 + µnrn0 .

✸✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s r1 ❡t r2✱ ❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
reiθ ❡t re−iθ ❛✈❡❝ r ❡t θ ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦tr❡
s✉✐t❡ ✭❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ✈r❛✐❡s✮✳
• ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s λ ❡t µ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = λrn1 + µrn2 .

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✻



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

• ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s A ❡t B t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

Un = (A ❝♦s(nθ) + B s✐♥(nθ)) rn.

• ➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ♥♦té❡s λ ❡t µ ✭♦✉ A ❡t B✮ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ét❛♣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s
❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✭s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs✮ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②tè♠❡ à ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥t
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (λ, µ) ✭♦✉ (A,B)✮ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❊①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ q✉✐ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = u1 = 1 ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+2 = un+1 + un.

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❙♦♥ éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ x2 = x+ 1 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❯♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✈♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ré❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t

r1 =
1−

√
5

2
❡t r2 =

1+
√
5

2
✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ λ ❡t µ ré❡❧s t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

un = λ

(

1−
√
5

2

)n

+ µ

(

1+
√
5

2

)n

(✎)

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠②stér✐❡✉① λ ❡t µ✳ ❈✬❡st ❧à q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s u0 ❡t u1 q✉✐ ♥♦✉s s♦♥t ❞♦♥♥és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛♣rès ✎ ✿ u0 = λ + µ ❡t u1 =

λ

(

1−
√
5

2

)

+ µ

(

1+
√
5

2

)

✳ ❖r u0 = 1 ❡t u1 = 1 ❞♦♥❝ ✿

λ = 1− µ ❡t 1 = (1− µ)

(

1−
√
5

2

)

+ µ

(

1+
√
5

2

)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ µ ×
(

1−
√
5

2
−
1+

√
5

2

)

=
1−

√
5

2
− 1 ♣✉✐s✱ ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s

rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥t❡s ✿ λ = −
1−

√
5

2
√
5

❡t µ =
1+

√
5

2
√
5

✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡ ✿

(un)n∈N =





1√
5



−

(

1−
√
5

2

)n+1

+

(

1+
√
5

2

)n+1








n∈N

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✼



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

✷✳✸ ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

✷✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡

❙♦✐❡♥t L ✉♥ ré❡❧ ❡t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ (Un)n∈N ❛❞♠❡t L ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

❧✐♠
n−→+∞

(Un) = L✱ s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

∀ε > 0, ∃ n0 t❡❧ q✉❡ , ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ |Un − L| < ε.

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ (Un)n∈N ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ré❡❧❧❡ ✜♥✐❡✳
❙✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡✳

Définition 71

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✈♦✉s ♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r❡③ ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ✭❝✬❡st é❝r✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✦

• ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❥❛♠❛✐s ❞❡ n✳ ➱❝r✐r❡ ❧✐♠
n−→+∞

(Un) = n
2 ❡st ❛❜s✉r❞❡ ✦

• ❯♥❡ s✉✐t❡ ♣❡✉t ❞✐✈❡r❣❡r ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ♦✉ ♣❛r❝❡ q✉❡ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳
◗✉❛tr❡ ♥❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳ q✉❛tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✮ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ✿

✶✳ ❈♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡✳

✷✳ ❚❡♥❞r❡ ✈❡rs +∞✳

✸✳ ❚❡♥❞r❡ ✈❡rs −∞

✹✳ ◆❡ ♣❛s ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡✳

❙♦✐❡♥t L ✉♥ ré❡❧ ❡t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❛♥t L ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ✿

✶✳ L ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ (Un)n∈N ❛❞♠❡t✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳

✷✳ (Un)n∈N ❡st ❜♦r♥é❡✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r p✱ (Un+p)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L✳

✹✳ ❧✐♠
n−→+∞

(|Un|) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t |L| .

Proposition 72

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

▲❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈r❛✐❡s✳
▲❛ s✉✐t❡((−1)n)n∈N ❢♦✉r♥✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ✿

• ❯♥❡ s✉✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡ ❡t ♥❡ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✽



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

• ❙✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ (Un)n∈N ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ (|Un|)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧ L ❛❧♦rs ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡
(Un)n∈N ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ❡t✱ s✐ ❥❛♠❛✐s (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s sûr q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✈❡rs L✱
❧❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ (Un)n∈N s♦♥t ❛❧♦rs L ❡t −L✳

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ L✱ ♦♥ ❛ ✿

❧✐♠
n−→+∞

(Un) = L⇔ ❧✐♠
n−→+∞

(|Un − L|) = 0.

Proposition 73

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ (Un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧✐♠
n−→+∞

(Un) = 0⇔ ❧✐♠
n−→+∞

(|Un|) = 0.

❙✐ ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (Un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❣ê♥❡✱
♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ s✉✐t❡ (|Un|)n∈N✳

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳
• ❖♥ ♥♦t❡ ❧✐♠

n−→+∞
(Un) = +∞ ❡t ♦♥ ❞✐t q✉❡ (Un)n∈N ❞✐✈❡r❣❡ ✈❡rs +∞ s✐ ✿

∀A ∈ R, ∃n0 t❡❧ q✉❡ ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ Un > A✳
• ❖♥ ♥♦t❡ ❧✐♠

n−→+∞
(Un) = −∞ ❡t ♦♥ ❞✐t q✉❡ (Un)n∈N ❞✐✈❡r❣❡ ✈❡rs −∞ s✐ ✿

∀B ∈ R, ∃n0 t❡❧ q✉❡ ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ Un < B✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ (Un)n∈N ❞✐✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ s✐ (|Un|)n∈N ❞✐✈❡r❣❡ ✈❡rs +∞✳

Définition 74

✷✳✸✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N s❡r♦♥t ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s✱ L1✱L2 ❡t λ tr♦✐s ré❡❧s
❡t ❋✳■✳ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s t❛❜❧❡❛✉① ✈❡✉t ❞✐r❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✺✾



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡

❧✐♠
n→+∞

(Un + Vn) ❧✐♠
n→+∞

(Un)

L1 +∞ −∞

L2 L1 + L2 +∞ −∞

❧✐♠
n→+∞

(Vn) +∞ +∞ +∞ F.I.

−∞ −∞ F.I. −∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡

❧✐♠
n→+∞

(λUn) ❧✐♠
n→+∞

(Un)

L1 +∞ −∞

s✐ λ > 0 λL1 +∞ −∞

s✐ λ = 0 0 0 0

s✐ λ < 0 λL1 −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

❧✐♠
n→+∞

(UnVn) ❧✐♠
n→+∞

(Un)

L1 > 0 L1 = 0 L1 < 0 +∞ −∞

L2 > 0 +∞ −∞

L2 = 0 L1L2 F.I. F.I.

❧✐♠
n→+∞

(Vn) L2 < 0 −∞ +∞

+∞ +∞ F.I. −∞ +∞ −∞

−∞ −∞ F.I. +∞ −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❧✐♠
n→+∞

(Un)

L 6= 0 0+ 0− +∞ −∞ 0

❧✐♠
n→+∞

(

1

Un

)

1

L
+∞ −∞ 0+ 0− F.I

Proposition 75

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡s t❛❜❧❡❛✉① ✿

✶✳ ❋✳■ ✈❡✉t ❞✐r❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❡ q✉❡ ✈❛✉❞r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❡①✐st❡ ❡t s♦✐t ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡
❧✬✐♥✜♥✐✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛ ❝❛s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✐♠

n→+∞
(Un +Vn) = L1 + L2 ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ✿ s✐ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L1 ❡t (Vn)n∈N ✈❡rs L2 ❛❧♦rs

(Un +Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L1 + L2✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✵



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

(Un + Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ s❛♥s q✉❡ ♥✐ (Un)n∈N ♥✐ (Vn)n∈N ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✉✐t❡
((−1)n − (−1)n)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠❛✐s ((−1)n)n∈N ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✦

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ rés✉♠❡r ♣❛r ✿

✧∞−∞✧ ✱ ✧0×∞✧✱ ✧
0

0
✧✱ ✧

∞

∞
✧

✷✳ P✉✐sq✉❡ ab ❡st✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❡①♣(b ❧♥(a)) ❡t q✉❡ ✧0×∞✧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r✲
♠✐♥é❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✧1∞✧✱ ✧00✧ ❡t ✧∞0✧ s♦♥t ❛✉ss✐ tr♦✐s ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

✸✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❡t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

✷✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡ ❡t ♦r❞r❡

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❧✐♠✐t❡

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧
l ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✱ (Un)n∈N ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡t ❣❛r❞❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ l✳

Proposition 76

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❆✐♥s✐✱ s✐ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs −5✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à ❡①♣❧✐❝✐t❡r✮✱ (Un)n∈N ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳

♣✮ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✼ ✿
❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧ l✳ ❙✐ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s a ❡t b t❡❧s q✉❡ a < l < b ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n0 t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✐t ✿

∀n ∈ N, n > n0 ⇒ a < Un < b.

P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ∀n ∈ N, Un > 0✱ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

❧✐♠
n→+∞

(Un) > 0.

Proposition 78

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✶



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ (Un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Un > 0 ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛✲
t✉r❡❧ n✱ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠

n→+∞
(Un) > 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❥✉st❡ ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

❧✐♠
n→+∞

Un > 0✳ ▲❛ s✉✐t❡

(

1

n+ 1

)

n∈N

❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❢❛✐r❡ ❧❛

♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳

❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
n✱ ♦♥ ❛✐t Un > Vn ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

✶✳ s✐ ❧✐♠
n→+∞

(Un) ❡t ❧✐♠
n→+∞

(Vn) ❡①✐st❡♥t ❡t s♦♥t ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

❧✐♠
n→+∞

(Un) > ❧✐♠
n→+∞

(Vn).

✷✳ s✐ ❧✐♠
n→+∞

(Un) = −∞ ❛❧♦rs ❧✐♠
n→+∞

(Vn) = −∞✳

✸✳ s✐ ❧✐♠
n→+∞

(Vn) = +∞ ❛❧♦rs ❧✐♠
n→+∞

(Un) = +∞✳

Proposition 79

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❙✐ ❞❡✉① s✉✐t❡s (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ Un > Vn

❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❥✉st❡ ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿ ❧✐♠
n→+∞

(Un) > ❧✐♠
n→+∞

(Vn)✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠
n→+∞

(Un) >

❧✐♠
n→+∞

(Vn)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s s✉✐t❡s

(

1+
1

n+ 1

)

n∈N

❡t

(

1−
1

n+ 1

)

n∈N

❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲

❡①❡♠♣❧❡✳

✷✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r s✉✐t❡ (Un)n∈N ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r s✉✐t❡ (Vn)n∈N ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❙✐ (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t q✉❡ ∀n ∈ N, a 6 Un 6 b ✭❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✮
❛❧♦rs a 6 ❧✐♠

n→+∞
(Un) 6 b✳

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ s✐ ♦♥ s❛✐t ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ∀n ∈ N, a < Un < b ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉✬ ❛ ♣r✐♦r✐
a < ❧✐♠

n→+∞
(Un) < b s♦✐t ✈r❛✐✳

✸✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(Un) = +∞ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ r✐❡♥ s✉r ✉♥❡

é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (Vn)n∈N✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s s✉✐t❡s

(

1

n+ 1

)

n∈N

❡t (n)n∈N ❝♦♠♠❡

❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✷



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❉ét❡r♠✐♥❡r✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡

(

2n∑

k=n

k√
n2 + k2

)

n∈N∗

✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t s♦✐t k ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Jn❀ 2nK✱ ♦♥ ❛ ✿

k√
n2 + k2

>
n

√

n2 + (2n)2

>
1√
5

P❛r s♦♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ✿
2n∑

k=n

k√
n2 + k2

>
n√
5
✳ ❈♦♠♠❡

(

n√
5

)

n∈N∗
t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♦♥

♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

(

2n∑

k=n

k√
n2 + k2

)

n∈N∗

t❡♥❞ ✈❡rs +∞ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✳

✷✳✸✳✹ ▲✐♠✐t❡ ♣❛r ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s ✭♦✉ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✮
❙♦✐❡♥t (Un)n∈N✱ (Vn)n∈N ❡t (Wn)n∈N tr♦✐s s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s✳
❙✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Un 6 Vn 6Wn

❡t s✐ ❧✐♠
n→+∞

(Un) ❡t ❧✐♠
n→+∞

(Wn) ❡①✐st❡♥t✱ s♦♥t ✜♥✐❡s ❡t é❣❛❧❡s ❛❧♦rs (Vn)n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳

Théorème 80

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

✶✳ ❙✐ (Un)n∈N✱ (Vn)n∈N ❡t (Wn)n∈N s♦♥t tr♦✐s s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧
n✱ ♦♥ ❛✐t ✿ Un 6 Vn 6Wn ❡t s✐ ❧✐♠

n→+∞
(Un) ❡t ❧✐♠

n→+∞
(Wn) ❡①✐st❡♥t ❡t ✈❛❧❡♥t +∞ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t

❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(Vn) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t ❛✉ss✐ +∞✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s ✭♦♥ ❛ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡✮ ♠❛✐s ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (Wn)n∈N ♥❡ s❡rt à r✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✦

✷✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ (Un)n∈N ❡t (Wn)n∈N ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
♣❛s ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✣r♠❡r q✉❡ (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ∀n ∈ N,−2 6 (−1)n 6 1 ❡t ((−1)n)n∈N ♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
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Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n0 t❡❧ q✉❡ ✿ ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ Un 6 Vn 6 Wn ❡t s✐ ❧✐♠

n→+∞
(Un) ❡t ❧✐♠

n→+∞
(Wn)

❡①✐st❡♥t✱ s♦♥t ✜♥✐❡s ❡t é❣❛❧❡s ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡tt❡
❧✐♠✐t❡✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦✐❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♥♦♥ ♣❛s ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s
❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s ❡t L ✉♥ ré❡❧✳

✶✳ ❙✐ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡t s✐ (Vn)n∈N ❡st ❜♦r♥é❡ ❛❧♦rs (UnVn)n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳

✷✳ ❙✐ (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡t s✐ ✱ ∀n ∈ N✱ ♦♥ ❛ |Un − L| 6 |Vn|✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L✳

Proposition 81

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s ♦✉ s❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ❡st très ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐r ✿

✶✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❞✉ ❝♦s✐♥✉s✱ ❞✉ s✐♥✉s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛ s♦✉✈❡♥t
❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞✬❡♥❝❛❞r❡r✳

✷✳ ❯♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ n t❡r♠❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥♦r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣❛r
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ♠❛❥♦r❡r ❝❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N∗ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n ♣❛r ✿ un =

n∑

k=1

1√
n2 + k

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ ❧✐♠✐t❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡ss❛②❡r ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♦♥ ✈❛ ❡♥❝❛❞r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s ♣✉✐s s♦♠♠❡r✳ P♦✉r t♦✉t
k ∈ J1, nK✱ ♦♥ ❛ ✿

1√
n2 + n

6
1√

n2 + k
6

1√
n2 + 1

.

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

n∑

k=1

1√
n2 + n

6

n∑

k=1

1√
n2 + k

6

n∑

k=1

1√
n2 + 1

s♦✐t
n√
n2 + n

6 un 6
n√
n2 + 1

✳ ❖r ❧✐♠
n→+∞

(

n√
n2 + n

)

❡t ❧✐♠
n→+∞

(

n√
n2 + 1

)

❡①✐st❡♥t ❡t ✈❛❧❡♥t 1

✭rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡
❧✐♠

n→+∞
(un) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✹



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

✷✳✸✳✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ré❡❧❧❡s

❙♦✐t a ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ a✳ ❖♥ ❛ ✿

• ❧✐♠
n→+∞

(Un) =






+∞ s✐ a > 0

U0 s✐ a = 0

−∞ s✐ a < 0
• ((−1)n)n∈N ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡✳
• (an)n∈N ❞✐✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ s✐ a < −1✳

• ❧✐♠
n→+∞

(an) =






+∞ s✐ a > 1

1 s✐ a = 1

0 s✐ a ∈] − 1, 1[

Proposition 82

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s✉✐t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡
❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s ♠♦♥♦t♦♥❡✳

✶✳ ❙✐ (Un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛❧♦rs ✿
• ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♠❛❥♦ré❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Un, n ∈ N }✳
• ❙✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✱ ❡❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

✷✳ ❙✐ (Un)n∈N ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛❧♦rs ✿
• ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♠✐♥♦ré❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡

✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Un, n ∈ N }✳
• ❙✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥♦ré❡✱ ❡❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs −∞✳

Théorème 83

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❙✐ (Un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡ ❛❧♦rs ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠❛✐s ♦♥
s❛✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Un, n ∈ N }✳ ❆✐♥s✐✱ s✐
(Un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

U0 6 Un 6 L

❡♥ ♥♦t❛♥t L ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ (Un)n∈N✳

✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡t ♠✐♥♦ré✱ L ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ {Un, n ∈ N } ❡t ♦♥ ❛ U0 > Un > L ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳
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Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t (un)n∈N ❧❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ u0 = 1 ❡t ✿

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿ un+1 =

√

√

√

√

n∑

k=0

uk.

▼♦♥tr❡r q✉❡ (un)n∈N ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ♣✉✐s✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ un+1 ❡t un✱
ét✉❞✐❡r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P(n) s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✧un ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢✧✳
P(0) ✈r❛✐❡ ❡st ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡✳
❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s P(k) ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ J0, nK✳ ❉✬❛♣rès ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱
n∑

k=0

uk ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱

√

√

√

√

n∑

k=0

uk ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ P(n+ 1) ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡✳

P❛r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ré❡❧ L✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱

♦♥ ❛ un+1 =

√

√

√

√

n∑

k=0

uk ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

un+1 =
√

un + u2
n.

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ L =
√
L+ L2 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ L ❡st ♥✉❧✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡✱ s✐ ❥❛♠❛✐s (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✱ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳
▼❛✐s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝♦♥❥✉❣✉é❡✱ ♦♥ ❛ ✿

un+1 − un =
√

un + u2
n − un

=

(

√

un + u2
n − un

)

×
(

√

un + u2
n + un

)

√

un + u2
n + un

=

(

√

un + u2
n

)2

− u2
n

√

un + u2
n + un

=
un

√

un + u2
n + un

.

❈❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ (un)n∈N ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱
♦♥ ❛ un > u0✳ P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ✿ L > u0 s♦✐t 0 > 1 ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ✦
(un)n∈N ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ♣❛s ✈❡rs ✉♥ ré❡❧✳ ❊❧❧❡ t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs +∞

❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❞❡s s✉✐t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❧❡s s✉✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛♣rès ❧❡✉r t❤é♦rè♠❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✻



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✭r❡s♣✳
❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ n0 ❛✈❡❝ n0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✮ s✐ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ (Un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❝r♦✐ss❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ n0✮✱

✷✳ (Vn)n∈N ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ n0✮✱

✸✳ (Un − Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ✈❛✉t ✵✳

Définition 84

❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✭r❡s♣✳ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ♣❛r✲
t✐r ❞✉ r❛♥❣ n0✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t (Vn)n∈N ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳
❊❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✳

✷✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✳ ◆♦t♦♥s L ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ✭r❡s♣✳ s✉♣ér✐❡✉r à n0✮ n ✱ ♦♥ ❛ ✿

Un 6 L 6 Vn.

Proposition 85

▼ét❤♦❞❡✿

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (un)n∈N ❡t (vn)n∈N s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✲
✈❡r q✉❡ (un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t (vn)n∈N ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❜✐❡♥ sûr ✦✮✳ ❊t ❧à✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
à (vn − un)n∈N✳ ❉❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿

✶✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (vn − un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r✱ ❡♥ ✐♥✈♦q✉❛♥t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ q✉❡ (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s
s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳

✷✳ ❖♥ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (vn−un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♠❛✐s ♦♥ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡
❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

vn 6 v0 ❡t un 6 vn ✦

♣✉✐sq✉❡ (vn)n∈N ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ (un)n∈N ❡st ❞♦♥❝ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r v0 ✭❡t ♣❛s ♣❛r
vn✱ ♦♥ ♥❡ ♠❛❥♦r❡ ♣❛s ♣❛r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ n ✦ ✦ ✦ ✦ ✦✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞✬❛♣rès
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r (vn)n∈N✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡s
s✉✐t❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
✦ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧✐♠
n−→+∞

un 6 ❧✐♠
n−→+∞

vn.

❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t
(un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✐♠

n−→+∞
(un) ❡t ❧✐♠

n−→+∞
(vn)✳ ❈❡❧❛ s✉✣t

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✼



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐❡♥t (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ u0 = 1 ❡t v0 = 2 ❡t ✿

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ un+1 =
un + vn

2
❡t vn+1 =

√
un × vn.

▼♦♥tr❡r q✉❡ (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

• ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳
❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P(n) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✧un ❡t vn ❡①✐st❡♥t ❡t s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✧✳

P(0) ❡st ✈r❛✐❡ ❡t s✐ P(n) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❛❧♦rs✱ ♣❛r s♦♠♠❡✱ un+1 ❡st
♣♦s✐t✐❢ ❡t✱ un × vn ét❛♥t ♣♦s✐t✐❢✱ vn+1 ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s s✉✐t❡s ❡①✐st❡♥t✳

• ❆♣rès✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

un+1 − vn+1 =
un + vn − 2

√
un × vn

2

=

(√
un −

√
vn
)2

2

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ un > vn ✭✵✮✳
• ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

un+1 − un =
vn − un

2
❡t vn+1 − vn =

√
vn × (

√
un −

√
vn)

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✵✱ q✉❡ (un)n∈N⋆ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t (vn)n∈N⋆ ❡st ✉♥❡
s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧♥♦♥ ♥✉❧ n✱ ❞✬❛♣rès ✵ ❡t ♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ (vn)n∈N⋆ ✱ ♦♥ ❛ ✿

vn > v1 ❡t un > vn

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (un)n∈N⋆ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ✭♣❛r ♠✐♥(v1, v0)✮✳ ❈♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡❧❧❡
❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
(vn)n∈N⋆ ✳

• ❖♥ ♥♦t❡ Lu ❡t Lv ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ un+1 =
un + vn

2
✭✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✮ ❞♦♥♥❡ ✿

Lu =
Lu + Lv

2

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✱ à s❛✈♦✐r Lu = Lv✳ ❈❡s s✉✐t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛❞❥❛✲
❝❡♥t❡s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✽



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

✷✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

✷✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳
❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Vn)n∈N ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ✿

• (Un)n∈N ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t (Vn)n∈N s✐ ❧✐♠
n→+∞

(

Un

Vn

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs Un =
+∞

♦ (Vn)✳

• (Un)n∈N ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à (Vn)n∈N s✐ ❧✐♠
n→+∞

(

Un

Vn

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ ❖♥

♥♦t❡ ❛❧♦rs Un ∼
+∞

Vn✳

Définition 86

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ 1+ n+ n3 ∼
+∞

n3

✷✳
1+ n+ n3

n2 + 1
∼

+∞
n

✸✳
√
n4 + 1 ∼

+∞
n2

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡❝✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞♦♥♥é✱ ✐❧

s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(

1+ n+ n3

n3

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1 ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t très ❜✐❡♥ ✭❋❛❝t♦r✐s❡③

♣❛r n3 ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮✳

✷✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❖♣ér❛t✐♦♥s

▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥❡ ♠❛r❝❤❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉①
♥✐ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♥✐ s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥✐ s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡
❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❛r❢♦✐s✱ ç❛ ♠❛r❝❤❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦✐s✱ ♥♦♥✳✳✳ ❉✐s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts t♦✉t❡❢♦✐s s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♦✉ à
❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❜❝♣st✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❧❡s s✉✐t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ ∀n ∈ N, Un = n3 + n ❡t Vn = −n3 + n2

❛❧♦rs Un ∼
+∞

n3 ❡t Vn ∼
+∞

−n3 ♠❛✐s Un + Vn ∼
+∞

n2✳

✷✳ ❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ ∀n ∈ N, Un = n2+n ❡t Vn = n2 ❛❧♦rs Un ∼
+∞

Vn

♠❛✐s (❡①♣(Un))n∈N ❡t (❡①♣(Vn))n∈N ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✸✳ ❙♦✐❡♥t (Un)n∈N⋆ ❡t (Vn)n∈N⋆ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ ∀n ∈ N
⋆, Un = n + n2 ❡t Vn = n2 ❛❧♦rs

Un ∼
+∞

Vn ♠❛✐s (❧♥(Un))n∈N⋆ ❡t (❧♥(Vn))n∈N⋆ ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✻✾



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

✹✳ ❙♦✐❡♥t (Un)n∈N✱ (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t Un+1 ∼
+∞

Vn✳

❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r (❡①♣(n2))n∈N✳

❙♦✐❡♥t (Un)n∈N✱ (Vn)n∈N✱ (Wn)n∈N ❡t (Zn)n∈N q✉❛tr❡ s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t
♣❛s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳ ❙♦✐❡♥t λ ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t p ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳

• ❙✐ Un ∼
+∞

Vn ❡t Zn ∼
+∞

Wn✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳ Vn ∼
+∞

Un

✷✳ λUn ∼
+∞

λVn

✸✳ UnZn ∼
+∞

VnWn

✹✳ (Un)
p ∼

+∞
(Vn)

p

✺✳ |Un| ∼
+∞

|Vn|

✻✳
Un

Zn

∼
+∞

Vn

Wn

• ❙✐ Un ∼
+∞

Vn ❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ Un > 0 ❡t Vn > 0

❛❧♦rs ✿ (Un)
λ ∼

+∞
(Vn)

λ✳

• ❙✐ Un ∼
+∞

Vn ❡t Vn ∼
+∞

Wn ❛❧♦rs Un ∼
+∞

Wn✳

Proposition 87

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

√
n2 − 4n

(2n3 + n− n2)8
∼

+∞

√
n2

28n24

∼
+∞

1

256n23

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ Un ∼
+∞

Vn ⇒ (Un)
p ∼

+∞
(Vn)

p ✭❛✈❡❝ p ✜①é✮ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t

♣❛s q✉❡ Un ∼
+∞

Vn ⇒ (Un)
n ∼

+∞
(Vn)

n✳ P♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st

❢❛✉ss❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r (Un)n∈N = (1)n∈N ❡t (Vn)n∈N =

(

1+
1

n

)

n∈N⋆

✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

✉s✉❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ❡t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ✿

(

1+
1

n

)n

= ❡①♣

(

n ❧♥

(

1+
1

n

))

,

♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ Vn ∼
+∞

Un ❡t q✉❡ Vn
n ∼

+∞
e×Un

n✳

❖♥ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♠ê❧❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t s♦♠♠❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❧❡
❢♦✉r♥✐t ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✵



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❙♦✐❡♥t (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s✳ ❙✐ Un =
+∞

♦ (Vn) ❛❧♦rs ✿

Un + Vn ∼
+∞

Vn.

Proposition 88

✷✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❙♦✐t p ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ré❡❧s a0, a1, · · · , ap✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ap ❡st
♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ✿

apn
p + ap−1n

p−1 + · · ·+ a1n+ a0 ∼
+∞

apn
p

Proposition 89

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✦ ❋❛✐t❡s ✉♥ ♣❡t✐t ❡✛♦rt ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ✦

❙♦✐❡♥t α ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (Un)n∈N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡t ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳ s✐♥ (Un) ∼
+∞

Un

✷✳ t❛♥ (Un) ∼
+∞

Un

✸✳ ❧♥(1+Un) ∼
+∞

Un

✹✳ 1− ❝♦s (Un) ∼
+∞

(Un)
2

2

✺✳ ❡①♣(Un) − 1 ∼
+∞

Un

✻✳ (1+Un)
α − 1 ∼

+∞
αUn

Proposition 90

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❝♦s

(

1

n

)

∼
+∞

1 −
1

2n2
❡st ✈r❛✐ ♠❛✐s ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt ❝❛r ❞✐r❡ q✉❡ ❧✐♠

n→+∞









❝♦s

(

1

n

)

1−
1

2n2









❡①✐st❡ ❡t

✈❛✉t 1 ❡st ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ✭❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ✦✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ 1− ❝♦s

(

1

n

)

∼
+∞

1

2n2

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✶



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✐♠
n→+∞









❝♦s

(

1

n

)

− 1

−
1

2n2









❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1 ❝❡ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✈❛✐t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡

❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
0

0
✳

❙♦✐❡♥t α ❡t β ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❙♦✐t k ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
à 1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

(❧♥(n))β = ♦
+∞

(nα) , nα = ♦
+∞

(kn) ❡t kn = ♦
+∞

(n✦)

Proposition 91

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✷



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡ ✿ (4n3 + 6n2)2 × ❧♥

(

❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

))

∼
+∞

−8n4✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❧✐♠
n→+∞

(

1

n3

)

= 0 ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ s✐♥

(

1

n3

)

∼
+∞

1

n3
♣✉✐s s✐♥

(

1

n3

)

× n2 ∼
+∞

1

n
♣❛r ♣r♦❞✉✐t✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

)

= 0 ❞✬♦ù ✿

1− ❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

)

∼
+∞

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

)2

2

∼
+∞

1

2n2
.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✐♠
n→+∞

(

1− ❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

))

= 0 ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

❧♥

(

❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

))

∼
+∞

❧♥

(

1+

(

❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

)

− 1

))

∼
+∞

❝♦s

(

s✐♥

(

1

n3

)

n2

)

− 1

∼
+∞

−
1

2n2

P❛r ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝
(

4n3 + 6n2
)2

∼
+∞

16n6✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❛♥t ❛tt❡♥❞✉❡ ✦

✷✳✹✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

❙♦✐❡♥t L ✉♥ ré❡❧ ❡t ❞❡s s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t q✉❡ (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡
(Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L✳

Proposition 92

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ L ❡st
✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ s✐ L ❡st ✐♥✜♥✐ ♦✉ ♥✉❧✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐

♣❛r

(

1

n+ 1

)

n∈N

❡t

(

1

n2 + 1

)

n∈N

✳

✷✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡st ❞❡ ❧❡✈❡r
❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✸



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❙♦✐t L ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙♦✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (Un)n∈N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (Un)n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

Un ∼
+∞

L.

Proposition 93

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✭❡t ❝✬❡st
❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✮ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s s❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❝❛r ❝✬❡st ❢❛✉① t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✮✱ s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ +∞ ♦✉ −∞✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡

(

❧♥

(

2+
1

n

))

n∈N

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❋❛❝✐❧❡ ✦ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿ ❧✐♠
n→+∞

(

❧♥

(

2+
1

n

))

= ❧♥(2)✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧♥(2) ❡st

♥♦♥ ♥✉❧✱ q✉❡ ✿

❧♥

(

2+
1

n

)

∼
+∞

❧♥(2).

❙♦✐❡♥t ❞❡s s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ n0 ✭n0 ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✮ t❡❧ q✉❡
(Un)n>n0

❡t (Vn)n>n0
♦♥t ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳

Proposition 94

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉♥❡s à ❞❡✉① s✉✐t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ (n + 2sin(n))n∈N ❡t (n)n∈N s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥✬❡st
♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡

((

1+
1

n

)n)

n∈N∗
✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ✿

(

1+
1

n

)n

= ❡①♣

(

n ❧♥

(

1+
1

n

))

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✹



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

(

1

n

)

n∈N∗
t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0✱ ❝❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

❧♥

(

1+
1

n

)

∼
+∞

1

n

❡t ❞♦♥❝ n×❧♥

(

1+
1

n

)

∼
+∞

1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(

n ❧♥

(

1+
1

n

))

= 1 ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té

❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ 1✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✈❛✉t ❡①♣(1) s♦✐t e✳

✷✳✺ ➱t✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ ♣♦✉rr❛✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ét✉❞✐❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = 5 ❡t ∀n ∈ N, un+1 = ❧♥(un + 10).

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ n ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ✈♦✉s ét✉❞✐❡③ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿ un+1 = n× ❡①♣ (−un) ,

✐❧ ✈♦✉s ❢❛✉❞r❛ ré✢é❝❤✐r ✉♥ ♣❡✉ t♦✉t s❡✉❧ ✦

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❤♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠❡♥❡r ❡♥
❝❧❛ss❡ q✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s ❞❡ s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♠♦✐♥s ❤②♣♦❝r✐t❡✱
♦♥ ♣ré❢èr❡ ✈♦✉s ❞♦♥♥❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ✿ ❱♦✉s s❡r❡③ ❛♠❡♥❡r à ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ✈♦tr❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs ❧❡s ❞é♠♦♥tr❡r à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✺✳✶ ❆s♣❡❝t ❣r❛♣❤✐q✉❡

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✳ ❙♦✐t ❧❛ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ u0 ❡t
♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+1 = f(un)✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t (un)n∈N✱ ♦♥ tr❛❝❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = f(x) ❡t ❧❛ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = x✳

❖♥ ♣r♦❝é❞❡ ❛❧♦rs ❛✐♥s✐ ✿ ♦♥ ♣❧❛❝❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = x ❡t y = f(x)✳ ❖♥
♣❛rt ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (u0, 0)✱ ♦♥ r❡♠♦♥t❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ f ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (u0, f(u0)) ✐✳❡ (u0, u1)✳✳✳ ❖♥ r❡✈✐❡♥t à y = x✱ ♦♥ t♦♠❜❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(u1, u1) ❡t ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ♦ù ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ♣❧❛❝❡r (u1, 0) ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s✳✳✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✺



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ➱t✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)

▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t s♦✉s ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭♦♥ ❥✉st✐✜❡r❛ ❛♣rès✮ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✻



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

✷✳✺✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✳ ❙♦✐t ❧❛ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ u0 ❡t ♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+1 = f(un)✳
❙✐ E ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R t❡❧ q✉❡ f(E) ⊂ E ✭✐✳❡✳ s✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E ❛❧♦rs ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡♠❡♥t✱ f(x) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E✮ ❡t q✉❡ u0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E✳

Proposition 95

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
✈♦tr❡ ❡①❡r❝✐❝❡✳ ❙✐ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ (un)n∈N ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = 5 ❡t ∀n ∈ N, un+1 = ❝♦s(2un + 1).

P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ f ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱
❝❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡r❛ à ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Pk

s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pk : ✧uk ❡①✐st❡ ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E✧

❡st ✈r❛✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = 5 ❡t ∀n ∈ N, un+1 =
√

un + 1.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐❡ q✉❡ un

❡①✐st❡ ❡t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

✷✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R ❡t s✐ E ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R t❡❧ q✉❡ f(E) s♦✐t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s E
❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ E ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ st❛❜❧❡ ❞❡ R ♣❛r f✳ ❈❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s s✉✐t❡s (un)n∈N ❡t (vn)n∈N ♣❛r u0 = v0 = 2 ❡t ♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥

♣♦s❡ ✿ un+1 =
1

un − 1
❡t vn+1 = ❧♥(vn + 2)✳ (un)n∈N ❡t (vn)n∈N s♦♥t✲❡❧❧❡s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❄

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
• u0 = 2✱ u1 = 1 ❡t ♣✉✐s✱ ❡t ♣✉✐s ❝✬❡st t♦✉t ✦ u2 ♥✬❡①✐st❛♥t ♣❛s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✦
(un)n∈N ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ✦ ■♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞✐❡r✱ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ✦

• P♦✉r (vn)n∈N✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P(n) s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✧vn ❡①✐st❡
❡t ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1✧✳
P(0) ✈r❛✐❡ ❡st ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s P(n) ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳ ❉✬❛♣rès P(n)✱ vn ❡①✐st❡ ❡t ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ ❆✐♥s✐✱ vn + 2 ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3 ❡t ❞♦♥❝ ❧♥(vn + 2) ✭✐✳❡✳ vn+1✮ ❡①✐st❡ ❡t ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à 1 ♣✉✐sq✉❡ ❧♥(3) ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ P(n+ 1) ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡✳
P❛r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡ (vn)n∈N ét❛✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✼



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ➱t✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)

❏✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✱ E ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R t❡❧❧❡
q✉❡ f(E) ⊂ E ❡t a ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E✳ ❖♥ ét✉❞✐❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

u0 = a ❡t ♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+1 = f(un)✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ (un)n∈N ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E✳

✷✳✺✳✸ ▲✐♠✐t❡s

◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✳ ❙♦✐t L ✉♥ ré❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ L ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ f s✐ f(L) = L✳

Définition 96

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ −x+ x2✳ 0 ❡t 2 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ f ❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

−x+ x2 = x⇐⇒ x ∈ {0, 2 } .

✘ ▲❡♠♠❡ ✾✼ ✿

❙✐ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧ L ❡t s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ L ❛❧♦rs (f(un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs f(L)✳

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ (f(un))n∈N ❡st (un+1)n∈N✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

❙✐ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ré❡❧ L ❡t s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ L ❛❧♦rs L ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞❡ f✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t f(L) ✈❛✉t L✳

Proposition 98

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ à s❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s f ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r E✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs ✉♥ ré❡❧ L✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (f(un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs f(L)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (f(un))n∈N ❡st
(un+1)n∈N ❡t (un+1)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L ✿ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f(L) ❡t L s♦♥t
❝♦♥❢♦♥❞✉s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✽



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

▼ét❤♦❞❡✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ E✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ (un)n∈N✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
f(x) = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ E ✭❡t ❛✉ss✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E
s✐ f ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r t♦✉t E✮✳

✷✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r E ❡t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ E ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ (un)n∈N ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

✸✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r E ❡t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ E ❛❞♠❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✹✳ ❙✐ f ❛❞♠❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✱ s✐
❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ✈ér✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à✳✳✳✮✱ ♦♥ ❛✐t
a 6 un 6 b ✭❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✮ ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡t ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✿ a 6 ❧✐♠

n→+∞
un 6 b✳

❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡

❙✐ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r E ❛❧♦rs (un)n∈N ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳ (un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐
u1 > u0 ❡t (un)n∈N ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ u1 6 u0✳

Proposition 99

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ❧❡s r❡❞é✲
♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pk ❡t Qk ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pk : ✧uk+1 > uk✧ ❡t Qk : ✧uk+1 6 uk✧

❙✐ u1 > u0✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ Pk ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✳ ❙✐
u1 6 u0✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ Qk ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✳

• ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❛q✉✐s❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡
♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳✳✳ ❖♥ ❡ss❛✐❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s✐ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r E ❡t s✐ E ❡st ❜♦r♥é❡ ❛❧♦rs
(un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉❡ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ q✉❡
(un)n∈N ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛✐s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡
u1 − u0✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✼✾



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ➱t✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)

➱t✉❞✐❡r ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ u0 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ [0, 1] ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱
un+1 = un − u2

n✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t f : x 7→ x− x2✳ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R ❞♦♥❝ (un)n∈N ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ▲❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝❡
♠❛❣♥✐✜q✉❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✿

x −∞ 0 1/2 1 +∞

1/4

✟
✟✟✯ ❍

❍❍❥

❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ f 0 0

✟
✟✟✯ ❍

❍❍❥

−∞ −∞

❖♥ ✈♦✐t s✉r ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭♦✉ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✮ q✉❡ u1 ❡t ❧❡ r❡st❡ s❡r♦♥t ❞❛♥s

[

0,
1

4

]

✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✜t❡r

❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ f à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ 1✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ u2 − u1 ♣♦✉r s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛
❞é♠♦♥tr❡r✳ ■❝✐✱ u2 − u1 6 0✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (un)n∈N ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❛♥❣ 1✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ s♦✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P(n) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✧0 6 un+1 6 un 6
1

4
✧.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ 0 6 u2 6
1

4
❡t u1 6

1

4
✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

u2 − u1 6 0 ❝❛r u2 − u1 = −u2
1✳ P(1) ❡st ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s P(n) ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✳ ❉✬❛♣rès P(n)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ 0 6

un+1 6 un 6
1

4
❞♦♥❝✱ ♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ f s✉r

]

−∞,
1

2

]

✱ ♦♥ ❛ ✿

f(0) 6 f(un+1) 6 f(un) 6 f

(

1

4

)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ 0 6 un+2 6 un+1 6
3

16
✳ P(n+ 1) ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡ ♣✉✐sq✉❡

3

16
6
1

2
✳

P❛r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡ (un)n∈N ét❛✐t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ♠✐♥♦ré❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ L s❛ ❧✐♠✐t❡✳ P❛r ♣❛ss❛❣❡ à
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f✱ ❞❡ un+1 = f(un)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ é❣❛❧✐té L = f(L) q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐
L2 = 0 s♦✐t L = 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ (un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✭❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞❡♠❛♥❞é ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✮ q✉❡ s✐ u0 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
♥é❣❛t✐❢ ♦✉ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❛❧♦rs (un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs −∞✳

❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❖♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡s r❛♥❣s
♣❛✐rs ❡t ✐♠♣❛✐rs (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ f ◦ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✵



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s

❙✐ f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r E ❛❧♦rs (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

Proposition 100

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N ❡st ❞♦♥♥é❡ ✭s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ♣❛r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (f ◦ f)(x) = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈ E✳

✷✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s✉✐t❡s (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛st✉❝❡s
✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✧ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ f ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✧✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (un)n∈N✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭q✉✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ✿

❙♦✐❡♥t L ✉♥ ré❡❧ ❡t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡✳ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs L

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (U2n)n∈N ❡t (U2n+1)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs L✳

Proposition 101

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (un)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r u0 ∈ E ❡t ♣❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥✲
t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ un+1 = f(un) ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ E ❞❛♥s E ✭E ♣❛rt✐❡ ❞❡
R✮ ❛❧♦rs ✿

✶✳ ❙✐ f ◦ f ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t q✉❡ (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r
q✉❡ (un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✷✳ ❙✐ f ◦ f ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✱
(un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✸✳ ❙✐ f ◦ f ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t (u2n)n∈N ❡t (u2n+1)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♠❛✐s ♣❛s ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡
❧✐♠✐t❡ ❛❧♦rs (un)n∈N ❞✐✈❡r❣❡✳

✹✳ ❙✐ (u2n)n∈N ♦✉ (u2n+1)n∈N ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛❧♦rs (un)n∈N ❞✐✈❡r❣❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✶



Partie 2: ▲❡s s✉✐t❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ➱t✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞✉ t②♣❡ un+1 = f(un)

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✷



P❛rt✐❡ ✸

➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

• ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f✱ ❡t ♣❛r
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐✱ à t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ Df✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♠❜r❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡ f(x)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿

f :

{
Df → R

x 7→ f(x)
.

• P♦✉r t♦✉t a ❞❡ Df✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f(a) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ a ♣❛r f ❡t q✉❡ a ❡st ✉♥
❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ f(a) ♣❛r f✳

• ▼✉♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j )✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ r❡✲

♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ✭♦✉ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ❣r❛♣❤❡✮ ❞❡ f ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{M(x, f(x)) ∈ P, x ∈ Df }✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t Γf✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ Γf
❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = f(x)✳

Définition 102

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ f1 :

{
[−1, +∞ [ → R

x 7→
√
x+ 1

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st [−1, +∞ [ ✳

✷✳ g1 :

{
[8563, +∞ [ → R

x 7→
√
x+ 1

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st [8563, +∞ [ ✳

g1 ❡t f1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✸✳ f2 : x 7→ 4

x2 − 3x+ 2
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐

❡st ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❝✐✱
❝✬❡st R\ {1❀ 2 }✳

✽✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

✹✳ Id : x 7→ x✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R✳

✺✳ f3 : x 7→ x2 + 1 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R✳ f3(4) = 17 ❞♦♥❝ 17 ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 4 ♣❛r f ❡t
4 ❡st ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ 17 ♣❛r f3✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥t ✭−4 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ 17 ♣❛r f3✮✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ f1 :

{
[−1, +∞ [ → R

x 7→
√
x+ 1

❡t f4 :

{
[−1, +∞ [ → R

y 7→
√
y+ 1

❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉❡tt❡ ✭x ❡t y s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉❡tt❡s✱ f ♥✬❡♥ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s✮✳

✷✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❝❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt
❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ✿

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f : x 7→ ❧♥

(

x2 − 4

−x2 + 11x− 30

)

−
x

x2 − 1
+

√
x2 − 1

x2 + 12x+ 250
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ⇔






−x2 + 11x− 30 6= 0 (❉é♥♦♠✐♥❛t❡✉r)
x2 − 4

−x2 + 11x− 30
> 0 (ln ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R∗

+)

x2 − 1 6= 0 (❉é♥♦♠✐♥❛t❡✉r)
x2 − 1 > 0 (

√
· ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R+)

x2 + 12x+ 250 6= 0 (❉é♥♦♠✐♥❛t❡✉r)

❯♥ ♣❡t✐t ❝♦✉♣ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✈♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ X2 − 11X + 30 s♦♥t ✺ ❡t
✻ ❡t q✉❡ X2 + 12X + 250 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡s ♣♦✉r rés✉♠❡r ❧❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ✿

x −∞ −2 2 5 6 +∞

❙✐❣♥❡ ❞❡ x2 − 4 + 0 − 0 + + +

❙✐❣♥❡ ❞❡ − x2 + 11x− 30 − − − 0 + 0 −

❙✐❣♥❡ ❞❡
x2 − 4

−x2 + 11x− 30
− 0 + 0 − + −

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−x2 + 11x− 30 6= 0 ❡t
x2 − 4

−x2 + 11x− 30
> 0⇔ x ∈] − 2❀ 2[ ∪ ]5❀ 6[.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ x2 + 12x+ 250 ♥❡ ✈❛✉t ♣❛s 0 ❡t
[

x2 − 1 > 0 ❡t x2 − 1 6= 0
]

⇔ x ∈] −∞❀−1[ ∪ ]1❀+∞[.

❆✐♥s✐✱ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✿ (] − 2❀ 2[ ∪ ]5❀ 6[) ∩ (] −∞❀−1[∪ ]1❀+∞[)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ] −

2❀−1[∪]1❀ 2[∪]5❀ 6[✳

✸✳✶✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s

❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Df ❡t Dg ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s
❞❡ R✳ ❖♥ ♥♦t❡ D = {x ∈ Df t❡❧ q✉❡ f(x) ∈ Dg }✳ ❙✐ D ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ◦ f s✉r Df ♣❛r ✿

P♦✉r t♦✉t x ❞❡ D, (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Définition 103

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s✉r Df ❡t Dg ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ R ❡t λ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ D ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ Df ∩Dg t❡❧ q✉❡ g(x) 6= 0 }
❡t H ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Df ∩Dg✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

λf :

{
Df → R

x 7→ λf(x)
, f× g :

{
H → R

x 7→ f(x)× g(x)
❡t f+ g :

{
H → R

x 7→ f(x) + g(x)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✿
f

g
:






D → R

x 7→ f(x)

g(x)

✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞é✜♥✐t
f

g
q✉❡ s✐ D ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ♦♥ ♥❡

❞é✜♥✐t f+ g ❡t f× g q✉❡ s✐ Df ∩Dg ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♣♦s❡ f :

{
R → R

x 7→ x+ 2
✱ g :

{
R− → R

x 7→ x2 + 1
❡t h :

{
R → R

x 7→ x2 + 1
✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ f+ g :

{
R− → R

x 7→ x2 + x+ 3
✷✳ 3f :

{
R → R

x 7→ 3x+ 6

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✺
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✸✳ 4f− 2g :

{
R− → R

x 7→ −2x2 + 4x+ 6

✹✳ f× g :

{
R− → R

x 7→ x3 + 2x2 + x+ 2

✺✳ h ◦ f :
{
R → R

x 7→ x2 + 4x+ 5

✻✳ g ◦ f :
{
] −∞,−2] → R

x 7→ x2 + 4x+ 5

✼✳ f ◦ h :

{
R → R

x 7→ x2 + 3

✽✳ f ◦ g :

{
R− → R

x 7→ x2 + 3

❙♦✐❡♥t f✱ g ❡t h tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Df✱ Dg ❡t Dh tr♦✐s
♣❛rt✐❡s ❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Df ❡t Dg ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t q✉❡ D ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡
{

x ∈ Df ∩Dg t❡❧ q✉❡ (f(x), g(x)) ∈ (Dh)
2
}

♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

(g+ f) ◦ h = g ◦ h+ f ◦ h ❡t (g× f) ◦ h = (g ◦ h)× (f ◦ h) .

Proposition 104

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✱
❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✿

h ◦ (g+ f) = h ◦ g+ h ◦ f ❡t g ◦ (f× h) = (g ◦ f)× (g ◦ h) .

✸✳✶✳✸ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✉❞❡

❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R ❡t T ✉♥ ré❡❧
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✿

P♦✉r t♦✉t x ❞❡ Df, x+ T ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df ❡t f(x+ T) = f(x).

❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ T ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ f✳

Définition 105
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❙♦✐❡♥t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R ❡t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ Cf ❞❡ f ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ P

♠✉♥✐ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r

T
→
i ✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r f s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T ✱ ❝♦♠♠❡

[0, T ]∩Df ♦✉

[

−
T

2
,
T

2

]

∩Df✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ♣❛r ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s

Proposition 106

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ f1 : x 7→ ❝♦s(ωx) ❡st
2π

ω
♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ét✉❞✐❡r

❞♦♥❝ f1 s✉r
[

−
π

ω
,
π

ω

]

✳

✷✳ t❛♥ ❡st π ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r
]

−
π

2
,
π

2

[

✳

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ♣❛✐r❡ s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t x ❞❡ Df✱ −x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df ❡t
f(−x) = f(x)✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t x ❞❡ Df✱ −x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df ❡t
f(−x) = −f(x)✳

Définition 107

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❯♥ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R ✈ér✐✜❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ D✱ −x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à D ❡st ❞✐t❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ③ér♦✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ R✱ R⋆ ❡t [−10,−3] ∪ [3, 10]✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ [−10, 7]✱ R+✱ [−10,−3] ∪ [2, 10] s♦♥t
tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡♥trés ❡♥ ③ér♦✳

• ❙✐ f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❡t s✐ f(0) ❡①✐st❡ ❛❧♦rs✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ f(0) = 0✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳

{
[−1, 2] ✲ R

x ✲ ❝♦s(x)
♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ♥✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ❝❛r s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡♥tré ❡♥ ③ér♦✳

✷✳

{
[−100, 100] ✲ R

x ✲ x+ 1
♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ✭❝❛r f(10) 6= f(−10)✮ ♥✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✐♠♣❛✐r❡ ✭❝❛r f(2) 6= −f(−2)✮ ♠ê♠❡ s✐ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝❡♥tré ❡♥ ③ér♦✳

✸✳ x 7→ x2, x 7→ ❝♦s(x) ❡t x 7→
∣

∣

∣

∣

x+
1

x

∣

∣

∣

∣

s♦♥t tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

✹✳ x 7→ x3, x 7→ t❛♥(x) ❡t x 7→ s✐♥(x) s♦♥t tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s✳

❖♥ ♠✉♥✐t ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✱

f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R ❡t Cf s❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐✈❡✳

• Cf ❛❞♠❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a ❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ s②♠étr✐❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ ✿ P♦✉r t♦✉t x ❞❡ Df✱ 2a − x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df

❡t f(2a− x) = f(x)✳
• Cf ❛❞♠❡t ❧❡ ♣♦✐♥t Ω(a, b) ❝♦♠♠❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

♦♥ ❛ ✿ P♦✉r t♦✉t x ❞❡ Df✱ 2a−x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df ❡t f(2a−x) = 2b− f(x)✳

Proposition 108

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳ ❙✐ Cf ❛❞♠❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a ❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♦✉ ❧❡ ♣♦✐♥t Ω(a, b) ❝♦♠♠❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ s✉r [ a,+∞ [ ∩Df ♦✉ ❜✐❡♥
s✉r ] −∞, a ] ∩Df ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ♣❛r s②♠étr✐❡✳

✷✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs a = 0 ♦✉ b = 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥

r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❛❧♦rs f ❡st ♣❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Cf ❛❞♠❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s

❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Cf ❛❞♠❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
s②♠étr✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ f ❡st ♣❛✐r❡ ♦✉ ✐♠♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r R+ ∩Df ♦✉ ❜✐❡♥
s✉r R− ∩Df ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♠♣❧ét❡ ♣❛r s②♠étr✐❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ P ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

✶✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f : x 7→ (x+1)2 ❛❞♠❡t ❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
x = −1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ 2× (−1) − x✱ ✐✳❡✳ −2− x✱ ❡st ✉♥ ré❡❧
❡t ✿

f(−2− x) = (−2− x+ 1)2

= (−x− 1)2

= f(x)

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ Cf ❛❞♠❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
x = −1 ❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ Ω(1, 2) ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐✈❡ ❞❡ x 7→ t❛♥(x− 1) + 2✳

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r [−1,+∞[∩D ✭❛✈❡❝ D ❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♠♣❧ét❡r❛ ♣❛r s②♠étr✐❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿
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➱t✉❞✐❡r ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉✐✈❛♥t❡ ✿ f : x 7→ ❡①♣ (s✐♥(x)) − 1
❡①♣ (s✐♥(x)) + 1

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P❛r q✉♦t✐❡♥t✱ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R ❡t R ❡st ❝❡♥tré ❡♥ 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t
❧✬✐♠♣❛r✐té ❞❡ s✐♥✱ ♦♥ ❛ ✿

f(−x) =
❡①♣ (s✐♥(−x)) − 1
❡①♣ (s✐♥(−x)) + 1

=
❡①♣ (− s✐♥(x)) − 1
❡①♣ (− s✐♥(x)) + 1

× ❡①♣ (s✐♥(x))
❡①♣ (s✐♥(x))

=
❡①♣ (0) − ❡①♣ (s✐♥(x))
❡①♣ (0) + ❡①♣ (s✐♥(x))

=
1− ❡①♣ (s✐♥(x))
1+ ❡①♣ (s✐♥(x))

= −f(x)

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ f ❡st ✐♠♣❛✐r❡✳

✸✳✶✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✳ ❙♦✐t D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Df✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ f ❡st ✿

• ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❡ D2, x 6 y⇒ f(x) 6 f(y)✳
• str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❡ D2✱ ♦♥ ❛ ✿
x < y⇒ f(x) < f(y)✳

• ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❡ D2✱ ♦♥ ❛ ✿
x 6 y⇒ f(x) > f(y)✳

• str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D s✐ ✿ P♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❡ D2✱ ♦♥ ❛ ✿
x < y⇒ f(x) > f(y)✳

• str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r D s✐ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D ♦✉ ❜✐❡♥
s✐ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D✳

• ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r D s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D ♦✉ ❜✐❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r D✳
• ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r D s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❡ D2✱ ♦♥ ❛ ✿ f(x) = f(y)✳

Définition 109

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡✮ s✐ f

❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r t♦✉t s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ Df✳
• ❖♥ ❞é✜♥✐t s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧

❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡✮✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡✮✳✳✳

• f ♣❡✉t êtr❡ ♥✐ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥✐ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✽✾



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐❡♥t a, b ❡t c tr♦✐s ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ a ♥é❣❛t✐❢ ❡t b ♣♦s✐t✐❢✳

✶✳ ❝♦s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, π]✳

✷✳ x 7→ ❧♥(x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
R

⋆

+✳

✸✳ x 7→ ⌊x⌋ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R✳

✹✳ x 7→ ⌊x⌋ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r [ 5, 6 [ ✳

✺✳ x 7→ ax+ c ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✻✳ x 7→ bx+ c ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✼✳ x 7→ x2 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
R−✳

✽✳ x 7→ 1

x
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r

R
⋆

+✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

x 7→ 1

x
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R

⋆

+ ❡t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R
⋆

− ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s

str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R⋆ ❝❛r −1 < 10 ❡t
1

−1
<
1

10
✳

❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R✱ λ+
✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡t λ− ✉♥ ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢✳

• ❙✐ f ❡t g ♦♥t ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ s✉r D ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f + g ❛ ♠ê♠❡
♠♦♥♦t♦♥✐❡ q✉❡ f✳

• f ❡t λ+f ♦♥t ♠ê♠❡ s❡♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r D✳
• f ❡t λ−f ♦♥t ❞❡s s❡♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡s s✉r D✳

❙♦✐❡♥t h ❡t k ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r Dh ❡t Dk ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s
❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ h(Dh) ⊂ Dk✳

• ❙✐ h ❡t k ♦♥t ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✭s✉r Dh ❡t Dk r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❛❧♦rs k ◦h
❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r Dh✳

• ❙✐ h ❡t k s♦♥t ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭s✉r Dh ❡t Dk r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❛❧♦rs
k ◦ h ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r Dh✳

Proposition 110

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ x 7→ 1

x2
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R⋆

− ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡

s✉r R⋆

+✳

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡

❖♥ ♥♦t❡ R = R ∪ {+∞❀−∞ }✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❞r♦✐t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❝❤❡✈é❡✳

Définition 111

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✵



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ J ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t c ❡t d ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ J✮ ❛✈❡❝ c ❡t d ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✳ ❖♥ ♥♦t❡
◦
J ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]c, d[✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• ❙✐ J ❡st [2❀ 5]✱
◦
J ❡st ]2❀ 5[✳

• ❙✐ J ❡st ] − 24❀ 13]✱
◦
J ❡st ] − 24❀ 13[✳

• ❙✐ J ❡st [2❀ 13[✱
◦
J ❡st ]2❀ 13[✳

• ❙✐ J ❡st ]2❀ 11[✱
◦
J ❡st ]2❀ 11[✳

• ❙✐ J ❡st ] −∞❀ 11]✱
◦
J ❡st ] −∞❀ 11[✳

• ❙✐ J ❡st ] −∞❀ 15[✱
◦
J ❡st ] −∞❀ 15[✳

• ❙✐ J ❡st [10❀+∞[✱
◦
J ❡st ]10❀+∞[✳

• ❙✐ J ❡st ]27❀+∞[✱
◦
J ❡st ]27❀+∞[✳

❙♦✐t f : J→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
◦
J✳ ❖♥ ❛ ✿

• f ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r J⇐⇒ P♦✉r t♦✉t x ❞❡
◦
J✱ ♦♥ ❛ ✿ f ′(x) = 0✳

• f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J⇐⇒ P♦✉r t♦✉t x ❞❡
◦
J✱ ♦♥ ❛ ✿ f ′(x) > 0✳

• f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J⇐⇒ P♦✉r t♦✉t x ❞❡
◦
J✱ ♦♥ ❛ ✿ f ′(x) 6 0✳

Proposition 112

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

✶✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♠❡♥é à rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ f ′(x) > 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ✭♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥

f ′(x) 6 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ✱ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r

❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f ′(x) = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ✦

✷✳ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ J ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

❞ér✐✈é❡ ❞❡ f : x 7→ 1

x
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ♠❛✐s f ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡t s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❡♥s❡r é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t à f(2) ❞♦♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f ′ ❡t ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❡
❞❡ f ′✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✶



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

❙♦✐t f : J→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
◦
J✳ ❖♥ ❛ ✿

• ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡
◦
J✱ ♦♥ ❛ f ′(x) > 0 ❛❧♦rs f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

• ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡
◦
J✱ ♦♥ ❛ f ′(x) < 0 ❛❧♦rs f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

Proposition 113

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛
str✐❝t❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ x3 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡
♠❛✐s s❛ ❞ér✐✈é❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ 0✳

❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞ér✐✈é❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ f ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Df ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r Df ′ ✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s f ′ ❞❡ ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✳
s ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱m ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❡t a ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

Df f Df ′ f ′

R x 7→ s R x 7→ 0

R x 7→ xn R x 7→ nxn−1

R
⋆ x 7→ xm R

⋆ x 7→ mxm−1

R
⋆

+ x 7→ xs R
⋆

+ x 7→ sxs−1

R x 7→ ❡①♣(x) R x 7→ ❡①♣(x)

R x 7→ ❝♦s(x) R x 7→ − s✐♥(x)

R x 7→ s✐♥(x) R x 7→ ❝♦s(x)

R\
{

π
2
+ kπ, k ∈ Z

}
x 7→ t❛♥(x) R\

{
π
2
+ kπ, k ∈ Z

}
x 7→ 1+ t❛♥2(x)

R
⋆

+ x 7→ ❧♥(x) R
⋆

+ x 7→ 1

x

R x 7→ ax
R x 7→ ❧♥(a)ax

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✷



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s❡r♦♥t r❡✈✉❡s ♣❧✉s t❛r❞ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✮✱ ❧❡s
✈♦✐❝✐ ✿

❙♦✐❡♥t λ ✉♥ ré❡❧✱ D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R ❡t f : D → R ❡t g : D → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❛❧♦rs f + g✱ f × g ❡t λf s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❡t
♦♥ ❛ ✿

(f+ g) ′ = f ′ + g ′, (λf) ′ = λf ′ ❡t (f× g) ′ = f ′ × g+ g ′ × f.
❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Dh ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f(D) ⊂ Dh✳
❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t s✐ h ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r Dh ❛❧♦rs h ◦ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
D ❡t ♦♥ ❛ ✿

(h ◦ f) ′ = (h ′ ◦ f)× f ′.

Proposition 114

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ré✐tér❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ r1, r2 ❡t r3 s♦♥t tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r D1✱D2 ❡t D3 tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ❞❡ R ❡t s✐ r3(D3) ⊂ D2 ❡t r2(D2) ⊂ D1 ❛❧♦rs r1◦r2◦r3
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D3 ❡t

(r1 ◦ r2 ◦ r3) ′ = (r ′1 ◦ r2 ◦ r3)× (r ′2 ◦ r3)× (r ′3) .

P♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❞ér✐✈❡r ✧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✧ ♣✉✐s ♦♥ ❢❛✐t ❛✉ ❢✉r
❡t à ♠❡s✉r❡✳✳✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

s ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t u, v ❡t w tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ v ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r D ❡t q✉❡ w ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ un ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st nu ′un−1✳

✷✳ eu ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st u ′eu✳

✸✳
√
v ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st

v ′

2
√
v
✳

✹✳ vs ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st sv ′vs−1✳

✺✳ ❧♥(|w|) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st
w ′

w
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

❙♦✐t D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❙♦✐❡♥t f : D→ R ❡t g : D→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t s✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D ❛❧♦rs
1

f
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

s✉r D ❡t ♦♥ ❛ ✿
(

1

f

) ′

= −
f ′

f2
.

• ❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❡t s✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D ❛❧♦rs
g

f
❡st

❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✿
(g

f

) ′
=
g ′f− f ′g

f2
.

Proposition 115

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❘❡s♣❡❝t❡r ❜✐❡♥ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ f ′(x)✳ ❆✈❛♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❛♣rès s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ f ′ ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❧♥ ′ (x2

)

❡①✐st❡

❡t ✈❛✉t
1

x2
❡t ♣❛s

2x

x2
✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ♠❛✐s ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❧♥ ❡♥ ✉♥ ré❡❧ q✉✐ ❡st

❧❡ ❝❛rré ❞✬❛✉tr❡ ré❡❧s✳ ❖♥ é❝r✐t f ′(x) ❡t ❥❛♠❛✐s✱ ♥✐ f(x) ′✱ ♥✐ (f(x)) ′✳ s✐♥ ′ (x2
)

❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦s
(

x2
)

❡t ♣❛s ❝♦s
(

x2
)

× 2x✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f : x 7→
(

1

❧♥(
√
x2 + 2)

)2

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ x2 + 2 > 0 ✭❧❛ r❛❝✐♥❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮✱

√
x2 + 2 > 0 ✭♣❛s ❞❡ s♦✉❝✐

❛✈❡❝ ❧❡ ❧♥✮ ❡t
√
x2 + 2 6= 1 ✭❝❡❧❛ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ f ❡st ❞♦♥❝

❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❙♦✐t x ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿

f ′(x) = −
2

(

❧♥(
√
x2 + 2)

)3
× 1√

x2 + 2
× 1

2
√
x2 + 2

× 2x

= −
2x

(x2 + 2)×
(

❧♥(
√
x2 + 2)

)3

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ♠ê♠❡ ✈♦✉s ❛♠✉s❡r à ét✉❞✐❡r f s❛♥s tr♦♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳✳✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✹
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❊①tr❡♠✉♠

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✳ ❙♦✐t A ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ Df✳

• f ❡st ❞✐t❡ ♠❛❥♦ré❡ s✉r A s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ M t❡❧ q✉❡ ✿

∀ x ∈ A, f(x) 6M.

❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ M ❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ f✳

• f ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥♦ré❡ s✉r A s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ m t❡❧ q✉❡ ✿

∀ x ∈ A, f(x) > m.

❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ m ❡st ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ f✳

• f ❡st ❞✐t❡ ♠❛❥♦ré❡ s✐ f ❡st ♠❛❥♦ré❡ s✉r Df✳
• f ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥♦ré❡ s✐ f ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✉r Df✳
• f ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ s✉r A s✐ f ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❡t ♠✐♥♦ré❡ s✉r A✳
• f ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ s✐ f ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Df✳

Définition 116

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❯♥ ♠❛❥♦r❛♥t ♦✉ ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ x 7→ x2 ❡st ♠❛❥♦ré❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✉① ✦✮ ❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿ x2 6 x2 + 1✳

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✳ ❙♦✐t A ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ Df✳

• f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♦✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉✮ s✉r A
❡♥ a ∈ A s✐ ✿ ∀ x ∈ A, f(x) 6 f(a)✳

• f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ a ∈ Df s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢
ε t❡❧ q✉❡ ∀ x ∈ ]a− ε, a+ ε [ ∩Df, f(x) 6 f(a)✳

• f ❛❞♠❡t ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✉r A s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✉r A ♦✉
s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✉r A✳

• f ❛❞♠❡t ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ✭♦✉ ❡①tr❡♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✮ s✉r A s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
s✉r A ♦✉ s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r A✳
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥♥é ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉✱ ❧♦❝❛❧✳✳✳ ❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❞❡✈✐♥❡r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❛❜s♦❧✉✳✳✳✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

✷✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛r s✉r q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
s❡ ♣❛ss❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ s❡ ♣❛ss❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✉r Df✱ f
❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r Df✳✳✳

✸✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ x 7→ x3 ♥✬❛❞♠❡t ♥✐ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✐ ♠❛①✐♠✉♠✳

✹✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré❡ s❛♥s ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐♥♦ré❡

s❛♥s ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

x
q✉✐ ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✉r R+

⋆
♠❛✐s

q✉✐ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✺✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧s ❡①✐st❡♥t✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦s ❛❞♠❡t ✿

• ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✱1✱ ❛tt❡✐♥t ❡♥ t♦✉s ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ 2π✳
• ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✱−1✱ ❛tt❡✐♥t ❡♥ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ π+ 2kπ ❛✈❡❝ k ❡♥t✐❡r✳

✻✳ ❯♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ f : x 7→ x3 − 3x

❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ −1 ❡t f(−1) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ f ♣✉✐sq✉❡ f(−1) = 2 ❡t
f(5) = 110✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡t ♠✐♥✐♠✉♠✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

x 7→ 4 + (x − 3)2 ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♥✐ ❧♦❝❛❧ ♥✐ ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡
✭♣❛r −1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ 4 ❡♥ 3✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ❝❡t
❡①tr❡♠✉♠✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ x 7→ 4+ (x− 3)2 ✈❛✉t 4 ❡t ✐❧ ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ 3✳

✸✳✶✳✺ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❖♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❧✐♠✐t❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❧❡s ❞✐✛❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✐♠✐t❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r s♦♠♠❡✱ ♣r♦❞✉✐t ❡t ✐♥✈❡rs❡✳ L1✱ L2 ❡t λ ❞és✐❣♥❡♥t tr♦✐s ré❡❧s✱ f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R ❡t a ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s D✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✐♠

x→a
(f(x)) ❡t ❧✐♠

x→a
(g(x)) ❡①✐st❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥

❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥é❡✮✳ ❋✳■ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭♠❛✐s ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à ✦✮

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✻



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡

❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 +∞ −∞

L2 L1 + L2 +∞ −∞

❧✐♠
x→a

g(x) +∞ +∞ +∞ F.I

−∞ −∞ F.I −∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡

❧✐♠
x→a

λf(x) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 +∞ −∞

s✐ λ > 0 λL1 +∞ −∞

s✐ λ = 0 0 0 0

s✐ λ < 0 λL1 −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

❧✐♠
x→a

(f(x)g(x)) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 > 0 L1 = 0 L1 < 0 +∞ −∞

L2 > 0 +∞ −∞

L2 = 0 L1L2 F.I F.I

❧✐♠
x→a

g(x) L2 < 0 −∞ +∞

+∞ +∞ F.I −∞ +∞ −∞

−∞ −∞ F.I +∞ −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❧✐♠
x→a

f(x)

L 6= 0 0+ 0− +∞ −∞ 0

❧✐♠
x→a

1

f(x)

1

L
+∞ −∞ 0+ 0− F.I

Proposition 118

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡s t❛❜❧❡❛✉① ✿

✶✳ ❋✳■ ✈❡✉t ❞✐r❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❡ q✉❡ ✈❛✉❞r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❡①✐st❡ ❡t s♦✐t ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡
❡t s♦✐t ✐♥✜♥✐✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛ ❝❛s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) = L1 + L2 ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ✿ s✐ ❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t L1 ❡t s✐ ❧✐♠
x→a

(g(x)) ❡①✐st❡

❡t ✈❛✉t L2 ❛❧♦rs ❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) ❡①✐st❡r❛ ❡t ✈❛✉❞r❛ L1 + L2✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st

♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) ❡①✐st❡ s❛♥s q✉❡ ♥✐ ❧✐♠
x→a

(f(x))✱ ♥✐ ❧✐♠
x→a

(g(x)) ♥✬❡①✐st❡♥t✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✼



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ▲❡s tr♦✐s ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ rés✉♠❡r ♣❛r ✿ ✧∞−∞✧ ✱ ✧0×∞✧✱ ✧
0

0
✧✱ ✧

∞

∞
✧✳

✭❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ 0 × ∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ✧
∞

∞
✧✱

✧1∞✧✱✧00✧ ❡t ✧∞0✧✳✮

• P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❡t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙♦✐t (a, lf, lg) ∈ (R)3✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r
Df ❡t Dg ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ f(Df) ⊂ Dg ❡t f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ a✳
❙✐ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) = lf ❡t ❧✐♠

y−→lf
(g(y)) = lg ❛❧♦rs ❧✐♠

x−→a
((g ◦ f)(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✿

❧✐♠
x−→a

((g ◦ f)(x)) = lg.

Proposition 119

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✐♠
y−→0

(

❧♥(1+ y)
y

)

= 1 ❡t ❧✐♠
x−→+∞

(

1

x

)

= 0✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿ ❧✐♠
x−→+∞









❧♥

(

1+
1

x

)

1

x









=

1 s♦✐t ❧✐♠
x−→+∞

(

x ❧♥

(

x+ 1

x

))

= 1✳

▲✐♠✐t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✱ s♦✐t a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D✳ ❙✐

f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t f ′(a)✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡

❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

f ′(a) = ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

.

Proposition 120

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❝❡s q✉❛tr❡ ❧✐♠✐t❡s ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✽
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✶✳ ❧✐♠
x−→0

(

s✐♥(x)
x

)

= 1

✷✳ ❧✐♠
x−→0

(

t❛♥(x)
x

)

= 1

✸✳ ❧✐♠
x−→0

(

❧♥(1+ x)
x

)

= 1

✹✳ ❧✐♠
x−→0

(

ex − 1

x

)

= 1

❈r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s
❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ ❧✐♠
x−→+∞

(

xa

(ex)b

)

= 0

✷✳ ❧✐♠
x−→+∞

(

(❧♥(x))b

xa

)

= 0

✸✳ ❧✐♠
x−→+∞

(

(ex)b

xa

)

= +∞

✹✳ ❧✐♠
x−→+∞

(

xa

(❧♥(x))b

)

= +∞

✺✳ ❧✐♠
x−→0+

(

(| ❧♥(x)|)bxa
)

= 0

Proposition 121

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✐♠
x−→−∞

(

(ex)b

xa

)

❡①✐st❡ ❡t s♦✐t é❣❛❧❡ à 0 ❡st

✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳

◗✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s ♣♦✉r ❧❡✈❡r ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

✶✳ ■❞é❡ ✶ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
♣✉✐s ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡✳ ❈✬❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞✉ t②♣❡ ✧0

0
✧ ♦✉ ✧∞

∞
✧✳

✷✳ ■❞é❡ ✷ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝♦♥❥✉❣✉é❡s q✉❛♥❞ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ r❛❝✐♥❡✳

✸✳ ■❞é❡ ✸ ✿ ❈❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ♣❡♥s❡r à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧♥
(a

b

)

=

❧♥(a) − ❧♥(b) ♦✉ ❡①♣(a− b) =
❡①♣(a)
❡①♣(b)

♦✉ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ♦✉✳✳✳

✹✳ ■❞é❡ ✹ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s s✐ ♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✳

✺✳ ■❞é❡ ✺ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✳ ❈✬❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞✉
t②♣❡ ✧0

0
✧ ♦✉ ✧∞

∞
✧✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ❞❡ f ❡♥ +∞ ❛✈❡❝ ✿

f : x 7→
❧♥

(√
x+

1

x
− 4

)

√
x+

1

x
− 4

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✾✾
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✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r s♦♠♠❡✱ ♦♥ ❛ ✿

❧✐♠
x→+∞

(√
x+

1

x
− 4

)

= +∞.

❖r✱ ♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s✱ ♦♥ ❛ ✿ ❧✐♠
x→+∞

(

❧♥(x)
x

)

= 0✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r

q✉❡ ❧✐♠
x→+∞

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳

✸✳✶✳✻ ➱t✉❞❡s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✜♥✐❡s

❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜♥✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✱ I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t

❞❡ I✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r I\ {a } ❡t ♦♥ ♠✉♥✐t ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t a ❡st ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦❧♦♥❣❡r f

♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ♣♦s❛♥t f(a) = ❧✐♠
x−→a

(f(x))✳

• ❙✐ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ❡♥ a ✭à ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❛ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡st ✐♥✜♥✐❡ ❛❧♦rs Cf ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡♥ a✳

❆ ❧✬✐♥✜♥✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥

r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ f✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠
x−→∞

(f(x))✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→∞

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐❡ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t l ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ Cf ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡

❛s②♠♣t♦t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = l✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❛❧♦rs ✐❝✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
• ❙✐ ❧✐♠

x−→∞
(f(x)) ❡st ✐♥✜♥✐❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

Cf✱ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f : x 7→
x2 + 5

2x2 − 6
✱ ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y =
1

2
✳

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

= 0 ❛❧♦rs Cf ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s

❛❜s❝✐ss❡s✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❛❧♦rs ✐❝✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✵
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• ❙✐ ❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

❡st ✐♥✜♥✐❡ ❛❧♦rs Cf ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❛❧♦rs ✐❝✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

❡①✐st❡✱ ❡st ✜♥✐❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ a ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛

♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

C❧♥ ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t C❡①♣ ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐
✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s✳

➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠
x−→∞

(f(x) − ax) ❛✈❡❝ a = ❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→∞

(f(x) − ax) ❡st ✐♥✜♥✐❡ ❛❧♦rs Cf ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = ax✳ ❖♥ ❛rrêt❡ ❛❧♦rs ✐❝✐ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
• ❙✐ ❧✐♠

x−→∞
(f(x) − ax) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐❡ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t b ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ Cf ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡

❛s②♠♣t♦t❡ ♦❜❧✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = ax+ b✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✶



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧✐tés

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱t✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ f : x 7→ x2 + 5

2x− 6
✳

❖♥ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s✳ ❖♥ é✈❛❧✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✐♠
x−→∞

(f(x))✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ +∞✳ ❆♣rès✱ ♦♥ ❛

❧✐♠
x−→∞

(

f(x)

x

)

=
1

2
✳ ❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✐♠

x−→∞

(

f(x) −
1

2
x

)

✈❛❧❛♥t
3

2
✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛✣r♠❡r

q✉❡ Cf✱ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f✱ ❛❞♠❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ✉♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❜❧✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y =
1

2
x+

3

2
✳

✸✳✶✳✼ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❙♦✐t D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❡❧s✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❡st D✳ ❙✐ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D ❛❧♦rs ✿

• f ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ D s✉r f(D)✳
• f−1 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t s♦♥ s❡♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ f✳
• ❙♦✐t y ✉♥ ré❡❧✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = y ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ D ❛ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭q✉✐ ❡st f−1(y)✮ s✐ y ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f(D) ❡t ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✐ y ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à f(D)✳

Théorème 122

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❡✉① ♠✐s❡s ❡♥ ❣❛r❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✿

✶✳ ◆✬♦✉❜❧✐❡③ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧y ∈ f(D)✧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✱√
x = −2 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳✳✳

✷✳ ▲❡ y ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ x✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : x 7→
f(x) − y✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ 0 ❡t é✈✐t❡r
❛✐♥s✐ ❝❡ ❞❛♥❣❡r✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
s✐ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r D ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ D✱
g(x) = 0 ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ 0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à g(D) ❡t ③ér♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ 0 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à
g(D)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✷



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

✸✳✷✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ f : x 7→ ax + b ❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉①
ré❡❧s✳

• f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t s❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡
a✳

• ❖♥ ❛ ✿ f ′ : x 7→ a✳ f ❡st ❞♦♥❝ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ a > 0 ❡t ❞é❝r♦✐s❛♥t❡ s✐ a 6 0✳

Proposition 123

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❧❡ ♣❧❛♥ P ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ (O,
→
i ,

→
j )✳ ▲❛

❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = ax+ b✳

✸✳✷✳✷ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x 7→ 1

x
✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : x 7→

∫x

1

f(t)dt ❡①✐st❡ s✉r s✉r R
⋆

+

❝❛r f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R⋆

+✱ ❝✬❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✉r R⋆

+

s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥ 1✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥ ❡t ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ ❧♥✳

Définition 124

❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧♥(1) = 0✳

✷✳ ❧♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R⋆

+✳

✸✳ ❧♥ ′ : x 7→ 1

x
✹✳ ❧♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r

R
⋆

+

Proposition 125

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧♥(a× b) = ❧♥(a) + ❧♥(b)

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿

❧♥
(a

b

)

= ❧♥(a) − ❧♥(b), ❧♥

(

1

b

)

= − ❧♥(b) ❡t ❧♥ (an) = n ❧♥(a).

Proposition 126

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛s é❝r✐r❡ ❧♥(ab) = ❧♥(a) + ❧♥(b) s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a× b > 0✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ré♣♦♥s❡
❡st ✿

❧♥(a× b) = ❧♥(|a|) + ❧♥(|b|).

♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❜✐❡♥ sûr ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ✦

❧♥ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ R
⋆

+ s✉r R✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∀ x ∈ R, ∀ y ∈ R
⋆

+, y = ❡①♣(x) ⇐⇒ x = ❧♥(y).

Définition 127

❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❡①♣(0) = 1✳

✷✳ ❡①♣ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
R✳

✸✳ ❡①♣ > 0✳

✹✳ ❡①♣ ′ : x 7→ ❡①♣(x)

✺✳ ❡①♣ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡
s✉r R

Proposition 128

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ e ❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ ❧♥(e) = 1✳ ❙♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t s♦♥ ✉♥✐❝✐té ♣r♦✲
✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✱ c ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✿

❡①♣(a+ b) = ❡①♣(a)× ❡①♣(b).

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿

• ❧♥(❡①♣(a)) = a✳
• ❡①♣(❧♥(c)) = c✳

• ❡①♣(−a) =
1

❡①♣(a)
✳

• ❡①♣(b− a) =
❡①♣(b)
❡①♣(a)

✳

• (❡①♣(a))n = ❡①♣(na)✳
• ❡①♣(a) = ea✳

Proposition 129

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿

❱♦✐❝✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

✸✳✷✳✸ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❜❛s❡ a

❙♦✐t a ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❜❛s❡ a ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❡①♣a ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

❡①♣a

{
R ✲ R

x ✲ ax

❡♥ ♣♦s❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ax = ❡①♣ (x ❧♥(a))✳
• ❙✐ a 6= 1✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ a ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❧♥a ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

❧♥a






R
⋆

+
✲ R

x ✲
❧♥(x)
❧♥(a)

Définition 130

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✶✳ ❙✐ a = e✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥✳

✷✳ ❙✐ a = 10✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞é❝✐♠❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ❧♦❣ ❡t q✉✐✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱
❛ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ✐❧ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❛♥t ❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡s
♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭❞é❝✐❜❡❧s✮ ❡t ❡♥ ❝❤✐♠✐❡ ✭♣❍✮✳

✸✳ ❙✐ a = 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛ss❡③ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡
1✱ ♦♥ ❛ ✿

∀(x, y) ∈
(

R
⋆

+

)2
, ❧♥a(x× y) = ❧♥a(x) + ❧♥a(y)

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿
• ❧♥a (1) = 0 ❡t ❧♥a (a) = 1✳

• ∀(x, y) ∈
(

R
⋆

+

)2
, ❧♥a

(

x

y

)

= ❧♥a(x) − ❧♥a(y)

• ∀y ∈ R
⋆

+, ❧♥a

(

1

y

)

= − ❧♥a(y)✳

• ∀x ∈ R, ❧♥a (b
x) = x ❧♥a(b)✳

Proposition 131

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✻



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ P♦✉r t♦✉s ré❡❧s x ❡t y✱ ♦♥ ❛ ✿

ax+y = ax × ay,
ax

ay
= ax−y ❡t (ax)

y
= axy.

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ a0 = 1✱ a1 = a ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ax × bx = (a× b)x✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐
a ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

∀x ∈ R, ❧♥a (a
x) = x ❡t ∀x ∈ R

⋆

+, a
❧♥a(x) = x.

Proposition 132

✸✳✷✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ x ✉♥ ré❡❧ ❡t α ✉♥ ré❡❧✳

• ❖♥ ♣♦s❡ ✿ xn =






x× · · · × x︸ ︷︷ ︸
n ❢♦✐s

s✐ n > 1

1 s✐ n = 0.

✳

• ❙✐ x ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿ x−n =
1

xn
✳

• ❙✐ x ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿ xα = ❡①♣ (α ❧♥(x))✳

Définition 133

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ xn ❡st à ❧❛ ❢♦✐s x× · · · × x︸ ︷︷ ︸
n ❢♦✐s

❡t ❡①♣ (n ❧♥(x))✱

x−n ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ xn ❡t ❡①♣ (−n ❧♥(x))✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ f : x 7→ u(x)v(x) ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈❛r✐❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r é❝r✐r❡ q✉❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) = ❡①♣ (v(x) ❧♥(u(x))) .

❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡✱ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠✐t❡✱✳✳✳ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①♣❧✐❝✐❛t❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ✉♥❡ ❡rr❡✉r✳
❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✉ t②♣❡ (vwn

n )n∈N
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✼



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

• am × an = am+n

• am

an
= am−n s✐ a 6= 0

• (a× b)m = am × bm

• (am)
n
= amn

• am

bm
=
(a

b

)m

s✐ a 6= 0

s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ✿
• ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s a ❡t b s✐ m ❡t n s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱
• ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s a ❡t b s✐ m ❡t n s♦♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱
• ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s a ❡t b s✐ m ❡t n s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s✳

Proposition 134

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
❛❝q✉✐s❡✳ ◆❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ am × bn ❡♥ (a× b)m+n✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♣❛✐r ❡t m ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ✐♠♣❛✐r✳
• ❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t n

√
x ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

yn = x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∀ x ∈ R
+, ∀ y ∈ R

+, y = n
√
x⇐⇒ x = yn.

• ❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t m
√
x ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ym =

x ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ré❡❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∀ x ∈ R, ∀ y ∈ R, y = m
√
x⇐⇒ x = ym.

Définition 135

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

x
1
n ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡①♣

(

❧♥(x)
n

)

❡t n
√
x ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té s✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r

♥❛t✉r❡❧✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

x
1
n ❡t n

√
x ♥❡ ❞és✐❣♥❡ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té s✐ x ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢ ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ✐♠♣❛✐r✳ n

√
x

❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❡t x
1
n ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳ ❱♦✐❝✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ −1 = 1 ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sûr

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✽



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❢❛✉①✮ ✿
−1 = (−1)1

= (−1)
2
2

=
(

(−1)2
)

1
2

=
√

(−1)2

= 1

❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❡rr♦♥é❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ (−1)
2
2 ❡t

(

(−1)2
) 1

2 ✳

Pr♦♣r✐étés ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s

❙♦✐t a ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t fa ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ fa : x 7→ xa✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿
• fa ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R⋆

+✳
• f ′a : x 7→ a× xa−1✳
• fa ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R

⋆

+ s✐ a ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R
⋆

+ s✐ a ❡st
♥é❣❛t✐❢✳

Proposition 136

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿
❱♦✐❝✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ xa ❛✈❡❝ x ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❡①♣ (a ❧♥(x))✳

✷✳ ❙✐ a ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❛❧♦rs fa ✈ér✐✜❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
• fa ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t f ′a : x 7→ a× xa−1✳
• fa ❡st ♣❛✐r s✐ a ❡st ♣❛✐r ❡t ✐♠♣❛✐r s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✵✾



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

• fa ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R− ♣✉✐s ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R+ s✐
a ❡st ♣❛✐r✳

✸✳ ❙✐ a ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥é❣❛t✐❢ ❛❧♦rs fa ✈ér✐✜❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
• fa ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R⋆ ❡t f ′a : x 7→ a× xa−1✳
• fa ❡st ♣❛✐r s✐ a ❡st ♣❛✐r ❡t ✐♠♣❛✐r s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r✳
• fa ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R

⋆

− ♣✉✐s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R
⋆

+ s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
R

⋆

− ♣✉✐s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R⋆

+ s✐ a ❡st ♣❛✐r✳

✹✳ f2 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛rré✱ s❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ❡st ✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡✳

✺✳ f−1 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ s❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ❡st ✉♥❡ ❤②✲
♣❡r❜♦❧❡✳

♣✮ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✸✼ ✿
❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ◆♦t♦♥s gn ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

gn : x 7→ n
√
x.

• P♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ x✱ ♦♥ ❛ gn(x) = x
1
n ✳

• ❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ gn ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R✳
• ❙✐ n ❡st ♣❛✐r✱ gn ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R+ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R

⋆

+ ❡t s❛ ❝♦✉r❜❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡♠✐✲t❛♥❣❡♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

• g ′
n : x 7→ 1

n
x

1
n−1

• gn ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

Proposition 138

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

g2 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✱ g3 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿
√
x2 = |x| ✭❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t x✳✳✳✮✳

• ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ ab > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
√
ab =

√

|a|
√

|b|✳

✸✳✸ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ f ❡t g s❡r♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Dg ❞❡ R✳ Df ❝♦♠♠❡ Dg s❡r♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜♥✐

❙♦✐t a ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I
❝♦♥t❡♥❛♥t a✱ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t t❡❧ q✉❡ I\ {a } s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Df✳ ❈❡❧❛ ♥❡
✈❡✉t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ a ❛♣♣❛rt✐❡♥t àDf ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ ε t❡❧ q✉❡ Df ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ [a− ε, a+ ε]

✷✳ [a, a+ ε]

✸✳ [a− ε, a]

✹✳ ]a− ε, a [ ∪ ]a, a+ ε [

✺✳ ]a, a+ ε [

✻✳ ]a− ε, a [

❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s✱ a ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Df✳ ❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ a
♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à Df✳

Définition 139

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❧♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ✭♠ê♠❡ s✐ ❧♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❡♥ 0✮ ❝❛r ❧♥ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r R+
⋆
❡t ]0, 1[ ❡st

✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R+
⋆
✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −1✳

❙♦✐❡♥t L ❡t a ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t L ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a s✐ ✿

∀ε > 0, ∃α > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [a− α, a+ α], |f(x) − L| < ε.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = L ♦✉ ❧✐♠
a
f = L✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ a s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ L t❡❧ q✉❡
❧✐♠

x−→a
(f(x)) = L✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t +∞ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a s✐

∀A ∈ R, ∃α > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [a− α, a+ α], f(x) > A.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = +∞ ♦✉ ❧✐♠
a
f = +∞✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t −∞ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a s✐ ✿

∀B ∈ R, ∃α > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [a− α, a+ α], f(x) < B.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = −∞ ♦✉ ❧✐♠
a
f = −∞✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✐♠
x−→−2

(2x + 7) = 3 ❡t ❧✐♠
x−→2

(

5

(x− 2)2

)

= +∞✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r

❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛✐s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ x✳ ➱❝r✐r❡ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) =
1

x+ 1
♥✬❛ str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ✦ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ❞é♣❡♥❞ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡ f

❡t ❞❡ a✳

❊♥ ❧✬✐♥✜♥✐

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ A t❡❧ q✉❡
[ A,+∞ [ ⊂ Df✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ B t❡❧ q✉❡
] −∞, B ] ⊂ Df✳
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✶✳ t❛♥ ♥✬❡st ♥✐ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ A ❡st ✉♥ ré❡❧ très ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡r❛

✉♥ ❡♥t✐❡r k t❡❧ q✉❡
π

2
+kπ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à [ A,+∞ [ ✳ t❛♥✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s

❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞✳

✷✳ ❙♦✐t f : x 7→
100∏

k=1

(x − k)✳
1

f
❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ✿ f ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é✜♥✐ s✉r

[150,+∞[✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡
1

f
❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶✷



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t L ✉♥ ré❡❧ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞✳
• f ❛❞♠❡t L ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞ s✐ ✿

∀ε > 0, ∃C > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [C,+∞[, |f(x) − L| < ε.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→+∞

(f(x)) = L ♦✉ ❧✐♠
+∞
f = L✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ +∞ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ L t❡❧ q✉❡
❧✐♠

x−→+∞
(f(x)) = L✳

• f ❛❞♠❡t +∞ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞ s✐ ✿

∀A ∈ R, ∃C > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [C,+∞[, f(x) > A.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→+∞

(f(x)) = +∞ ♦✉ ❧✐♠
+∞
f = +∞✳

• f ❛❞♠❡t −∞ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞ s✐ ✿

∀B ∈ R, ∃C > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [C,+∞[, f(x) < B.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠
x−→+∞

(f(x)) = −∞ ♦✉ ❧✐♠
+∞
f = −∞.
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❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿ ❧✐♠
x−→+∞

(

2+
8

x

)

= 2 ❡t ❧✐♠
x−→+∞

(❧♥(x)) = +∞✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s ❞❡ ♥♦✉✲

✈❡❛✉ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛✐s
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡−∞✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✐♠
x−→−∞

(g(x)) =

L✱ ❧✐♠
x−→−∞

(g(x)) = −∞ ❡t ❧✐♠
x−→−∞

(g(x)) = +∞✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

❧❡ ❜❧♦❝ ∃C > 0/ ∀x ∈ Df ∩ [C,+∞[ ♣❛r ❧❡ ❜❧♦❝ ∃D < 0/ ∀x ∈ Dg∩] −∞, D]✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ g ❛❞♠❡t
−∞ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ −∞ s✐ ∀B ∈ R, ∃D < 0/ ∀x ∈ Dg∩] −∞, D], f(x) < B✳

Pr❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❙♦✐❡♥t P ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ré❡❧ ❡t a ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st ✈r❛✐❡
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ✭r❡s♣✳ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ a ✭r❡s♣✳ ❞❡ +∞✱ ❞❡ −∞✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ V✱ P(x) ❡st ✈r❛✐❡✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❧♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à −10 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à −10 s✉r ]0, ❡①♣(−10)[✳

✷✳ ❡①♣ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 10 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡①♣ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 10 s✉r ] ❧♥(10),+∞[✳

❙♦✐❡♥t l ✉♥ ré❡❧ ❡t a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ❙✐ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t ❛❞♠❡t
l ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

• ❙❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳
• ❧✐♠

x−→a
(|f(x)|) = |l|✳

• f ❡st ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳

Proposition 144

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡r❛ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❞❡ ❧✐♠

x−→a
(f(x))✳ ❈❡❧❛ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡

❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐✲
❣♥✐✜❡ ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ❡①✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f : x 7→ s✐♥

(

1

(x− a)2

)

✳

❙♦✐❡♥t l ✉♥ ré❡❧ ❡t a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ❙✐ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❛❧♦rs ♦♥
❛ ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) = l⇔ ❧✐♠
x−→a

(f(x) − l) = 0⇔ ❧✐♠
x−→a

(|f(x) − l|) = 0.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = 0⇔ ❧✐♠
x−→a

(|f(x)|) = 0✳

Proposition 145

❙♦✐❡♥t l ❡t a ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ a ❡t ❛✉ss✐ ❡♥ a✳

• ❙✐ f ❛❞♠❡t l ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t l = f(a)✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a s✐ ❧✐♠

x→a
(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t f(a)✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a s✐ f ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a✳

Proposition 146

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• ❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❝♣st✱ s❛✉❢ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡rm✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥m ♣✉✐sq✉❡ s❡s ❧✐♠✐t❡s à ❣❛✉❝❤❡
❡t à ❞r♦✐t❡ ❡♥ m s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✬❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣❛r❡r
❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡t f(a)✳ Pr♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à s✬❛ss✉r❡r q✉❡ f(a)

❡①✐st❡ ♣✉✐s à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t f(a)✳

• ❙✐ f(a) ❡①✐st❡✱ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s sûr ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ❡①✐st❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✐♠
x−→0

(⌊x⌋)
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♠❛✐s ⌊0⌋ ❡①✐st❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✐♠

x−→0
(⌊x⌋) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡✳
• ❙✐ f(a) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①✐st❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡

❧✐♠
x−→0

(

s✐♥(x)
x

)

q✉✐ ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ ❖♥ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f :

{
R

⋆ → R

x 7→ 1
♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ 0 ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳

❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I\ {a } ❛✈❡❝ I ✉♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ I✳ ❙✐ ❧✐♠

x→a
(h(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t

L✱ ✉♥ ré❡❧✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g :






I → R

x 7→
{
h(x) s✐ x ∈ I\ {a }
L s✐ x = a

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ h ❡♥ a✳ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡♥ a✳

Proposition 147

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
• P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ h ❡st ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ a✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ h(a)
♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ✭s✐ h(a) ❡st ❞é✜♥✐❡✱ h ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ❡♥ a ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ a✮ ❡t q✉❡ ❧✐♠

x→a
(h(x)) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐❡✳ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ h ❛❧♦rs ❡♥

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

♣♦s❛♥t h(a) = ❧✐♠
x→a

(h(x)) s✐ ♦♥ s❡ ♣❡r♠❡t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❡♥ ❜❝♣st✱ ❞❡ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ h ❡t s♦♥

♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t✳
• ▲❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ✉♥✐q✉❡ ✿ ♣♦s❡r h(a) = ❧✐♠

x→a
(h(x)) ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡

♣r♦❧♦♥❣❡r h ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ s✐♥(x)
x

✳ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ f ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ♣♦s❛♥t f(0) = 1 ❝❛r f ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥

0 ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✭t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✮ q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

s✐♥(x)
x

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

P❡✉t✲♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡r ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ 0 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f : x 7→






x2 + 2x5

2x2 + 3x3
si x < 0

7x2 + 2x4

14x2 + 3x7
si x > 0

❖♥ ✈❛ s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✭q✉✬♦♥ ✈❡rr❛ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡

❧✐♠
x→0
x<0

(f(x)) =
1

2
❝❛r

x2 + 2x5

2x2 + 3x3
∼
0

x2

2x2
❡t ❞♦♥❝ f(x) ∼

0−

1

2
✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✐♠

x→0
x>0

(f(x)) =
1

2
✳

❆✐♥s✐ ❧✐♠
x→0
x 6=0

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t
1

2
✳ ❉❡ ♣❧✉s f ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r♦❧♦♥❣❡r f ♣❛r

❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ 0 ❡♥ ♣♦s❛♥t f(0) =
1

2
✳

• ❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ D
❞❡ R✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ h ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D s✐ h ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡
D✳

• ❖♥ ♥♦t❡ C0(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R✳

Définition 148

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙✐ D ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s✱ ❞✐r❡ q✉❡ h ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ tr❛ç❡ s❛ ❝♦✉r❜❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ ❝r❛②♦♥✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶✻



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡

❙♦✐❡♥t a ✉♥ ré❡❧ ❡t l ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ a ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Df s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

• ❙✐ ]a,+∞[∩Df ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t l ❝♦♠♠❡
❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a s✐ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à ]a,+∞[∩Df ❛❞♠❡t l ❝♦♠♠❡
❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠

x−→a
x>a

(f(x)) = l ♦✉ ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = l ♦✉ ❧✐♠
a+
f = l✳ ❙✐

❞❡ ♣❧✉s a ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Df ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥
a s✐ ❧✐♠

x→a+
(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t f(a)✳

• ❙✐ ]−∞, a[∩Df ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t l ❝♦♠♠❡
❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ a s✐ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à ] −∞, a[∩Df ❛❞♠❡t l ❝♦♠♠❡
❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ ❧✐♠

x−→a
x>a

(f(x)) = l ♦✉ ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = l ♦✉ ❧✐♠
a+
f = l✳ ❙✐

❞❡ ♣❧✉s a ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Df ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❣❛✉❝❤❡
❡♥ a s✐ ❧✐♠

x→a−
(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t f(a)✳

Définition 149

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿

✶✳ ❧✐♠
x−→1−

(

1

x− 1

)

= −∞ ❡t ❧✐♠
x−→1+

(

1

x− 1

)

= +∞✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m✱ ❧✐♠
x−→m+

(⌊x⌋) = m ❡t ❧✐♠
x−→m−

(⌊x⌋) = m− 1✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛✐s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳✳✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ f(a) ✭❡♥ r❡♣r❡♥♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ❡①✐st❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ a ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♥✐ à ]−∞, a[∩Df ♥✐
à ]a,+∞[∩Df✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛✉❝✉♥ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ f(a)✱ ❧✐♠

x−→a−
(f(x)) ❡t ❧✐♠

x−→a+
(f(x))✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ f(a) ❡t ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ❡①✐st❛✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = f(a)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✶✼



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❙♦✐❡♥t a ✉♥ ré❡❧ ❡t l ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ a ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Df s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ Df✳

• ❙✐ ]a,+∞[∩Df ❡t ] −∞, a[∩Df ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✐❞❡s ❛❧♦rs ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) = l⇔ ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = l ❡t ❧✐♠
x−→a−

(f(x)) = l.

• ❙✐ ]a,+∞[∩Df ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡t ]−∞, a[∩Df ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✈✐❞❡ ❛❧♦rs ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) = l⇔ ❧✐♠
x−→a−

(f(x)) = l.

• ❙✐ ]−∞, a[∩Df ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡t ]a,+∞[∩Df ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✈✐❞❡ ❛❧♦rs ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) = l⇔ ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = l.

Proposition 150
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Df✱ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r l ♣❛r f(a)❝❛r✱ ♦♥ ✈♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ a✱ s❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ a ❡t f(a) ✭s✐ ❥❛♠❛✐s s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡①✐st❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❛ r✐❡♥
❞✬é✈✐❞❡♥t✮✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t f(a)✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ a ∈ Df ❡t s✐ ]a,+∞[∩Df ❡t ] −∞, a[∩Df

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✐❞❡s ❛❧♦rs ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) = f(a) ⇔ ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = f(a) ❡t ❧✐♠
x−→a−

(f(x)) = f(a).

❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❝❡❧✉✐ ♦ù t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ à
❞r♦✐t❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g : x 7→






1 s✐ x > 0

0 s✐ x = 0

−1 s✐ x < 0

, h : x 7→






1 s✐ x > 0

0 s✐ x = 0

1 s✐ x < 0

❡t w : x 7→
{
1 s✐ x > 0

1 s✐ x < 0
.

✶✳ g ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ 0 ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ 0 ✭✈❛❧❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t −1 ❡t
1✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠

x−→0−
(g(x)) 6= ❧✐♠

x−→0+
(g(x))✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✐♠

x−→0
(g(x)) ♥✬❡①✐st❡

♣❛s✳

✷✳ h ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ 0 ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ 0 ✭✈❛❧❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① 1✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✐♠

x−→0
(h(x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❝❛r ❧✐♠

x−→0−
(h(x)) 6= h(0)✳

✸✳ w ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ 0 ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ 0 ✭✈❛❧❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① 1✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ w ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✐♠

x−→0
(w(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳

✸✳✸✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❖♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❉❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ a ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✱ L1✱L2 ❡t λ ❞és✐❣♥❡♥t tr♦✐s ré❡❧s✱
f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R t❡❧ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❋✳■ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

▲✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡

❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 +∞ −∞

L2 L1 + L2 +∞ −∞

❧✐♠
x→a

g(x) +∞ +∞ +∞ F.I

−∞ −∞ F.I −∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡

❧✐♠
x→a

λf(x) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 +∞ −∞

s✐ λ > 0 λL1 +∞ −∞

s✐ λ = 0 0 0 0

s✐ λ < 0 λL1 −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

❧✐♠
x→a

(f(x)g(x)) ❧✐♠
x→a

f(x)

L1 > 0 L1 = 0 L1 < 0 +∞ −∞

L2 > 0 +∞ −∞

L2 = 0 L1L2 F.I F.I

❧✐♠
x→a

g(x) L2 < 0 −∞ +∞

+∞ +∞ F.I −∞ +∞ −∞

−∞ −∞ F.I +∞ −∞ +∞

▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❧✐♠
x→a

f(x)

L 6= 0 0+ 0− +∞ −∞ 0

❧✐♠
x→a

(

1

f(x)

)

1
L

+∞ −∞ 0+ 0− F.I

Proposition 151

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✳

✶✳ ❋✳■ ✈❡✉t ❞✐r❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❡ q✉❡ ✈❛✉❞r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❡①✐st❡ ❡t s♦✐t ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡
❧✬✐♥✜♥✐✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❛ ❝❛s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) = L1 + L2 ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ✿ s✐ ❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t L1 ❡t ❧✐♠
x→a

(g(x)) ❡①✐st❡

❡t ✈❛✉t L2 ❛❧♦rs ❧✐♠
x→a

(f(x) + g(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t L1 + L2✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✐♠
x→a

(f(x)+g(x)) ❡①✐st❡ s❛♥s q✉❡ ♥✐ ❧✐♠
x→a

(f(x)) ♥✐ ❧✐♠
x→a

(g(x)) ♥✬❡①✐st❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧✐♠
x→−∞

(❝♦s(x) − ❝♦s(x)) ❡①✐st❡ ♠❛✐s ❧✐♠
x→−∞

(❝♦s(x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✦

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ▲❡s q✉❛tr❡ ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ rés✉♠❡r ♣❛r ✿

✧∞−∞✧ ✱ ✧0×∞✧✱ ✧
0

0
✧✱ ✧

∞

∞
✧

• P✉✐sq✉❡ ab ❡st✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❡①♣(b ❧♥(a)) ❡t q✉❡ ✧0×∞✧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r✲
♠✐♥é❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✧1∞✧✱ ✧00✧ ❡t ✧∞0✧ s♦♥t tr♦✐s ❢♦r♠❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

• P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❡t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

• ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❞❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡✳

❙♦✐❡♥t λ ✉♥ ré❡❧✱ f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r I✱ I ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ I✳

• ❙✐ f ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ a ❛❧♦rs f+ g✱ fg ❡t λf s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ a✳
• ❙✐ f ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I ❛❧♦rs f+ g✱ fg ❡t λf s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I✳

• ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t s✐ f(a) 6= 0 ❛❧♦rs
1

f
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a✳

• ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❡t s✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r I ❛❧♦rs
1

f
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r

I✳

Proposition 152

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

▲✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s

❙♦✐t (a, lf, lg) ∈ (R)3✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r
Df ❡t Dg✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t f(Df) ⊂ Dg✳ ❙✐
❧✐♠

x−→a
(f(x)) = lf ❡t ❧✐♠

x−→lf
(g(x)) = lg ❛❧♦rs ❧✐♠

x−→a
((g ◦ f)(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✿

❧✐♠
x−→a

((g ◦ f)(x)) = lg.

Proposition 153
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I✱ I ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥
♣♦✐♥t ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ I✳ ❙♦✐❡♥t h1 ❡t h2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f(a) ❡t s✉r D ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❙✐ f(I) ⊂ D ❛❧♦rs ✿

• s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t s✐ h1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ f(a) ❛❧♦rs h1 ◦ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
❡♥ a✳

• s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❡t s✐ h2 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D ❛❧♦rs h2 ◦ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r I✳

Proposition 154

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✐♠
y−→0

(

❧♥(1+ y)
y

)

= 1 ❡t ❧✐♠
x−→0

(ex − 1) = 0✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

❧✐♠
x−→0

(

❧♥(1+ ex − 1)
ex − 1

)

= 1✱ s♦✐t ❧✐♠
x−→0

(

x

ex − 1

)

= 1✳ 1 6= 0✱ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛

❧✐♠✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧✐♠
x−→0

(

ex − 1

x

)

= 1.

✷✳ ❙♦✐t α ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✐♠
y−→0

(

ey − 1

y

)

= 1 ❡t ❧✐♠
x−→0

(α ❧♥(1+ x)) = 0✳ P❛r

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
x−→0

(

❡①♣ (α ❧♥(1+ x)) − 1
α ❧♥(1+ x)

)

= 1✱ s♦✐t ✿

❧✐♠
x−→0

(

(1+ x)α − 1

α ❧♥(1+ x)

)

= 1.

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱t✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f ❛✈❡❝ ✿ f : x 7→ s✐♥ (❧♥ (x+ 1))× ❧♥(|x|)✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t x ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ⇔
{
x+ 1 > 0

|x| > 0

⇔
{
x > −1

x 6= 0
❆✐♥s✐ f ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ]−1❀ 0[∪]0❀+∞[✳P❛r ❝♦♠♣♦sé❡ ❡t s♦♠♠❡✱ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ]−1❀ 0[∪]0❀+∞[✳
❖♥ ❛ ✿

f(x) ∼
0
❧♥(x+ 1)× ❧♥(|x|) ❝❛r ❧✐♠

x→0
(❧♥(x+ 1)) = 0

∼
0
x× ❧♥(|x|)

❖r ❧✐♠
x→0

(x ❧♥(|x|)) = 0 ✭❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s✮ ❞♦♥❝ ❧✐♠
x→0

(f(x)) = 0✳ ❈♦♠♠❡ f ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥

0✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦s❡r f(0) = 0 ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐r❛ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f ❡♥ 0✳ f ❡st ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
] − 1❀+∞[✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❈r✐tèr❡ séq✉❡♥t✐❡❧

• ❙♦✐t (a, Lf) ∈ (R)2✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Df✱ ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ R ❡t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Df✳ ❙✐ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) = Lf

❡t ❧✐♠
n−→+∞

(Un) = a ❛❧♦rs (f(Un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❧✐♠
n−→+∞

(f(Un)) = Lf✳

• ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I✱ I ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t
à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ I✳ ❙♦✐t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ I✳ ❙✐
f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t s✐ ❧✐♠

n−→+∞
(Un) = a ❛❧♦rs (f(Un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t

❧✐♠
n−→+∞

(f(Un)) = f(a)✳

Proposition 155

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡t s✐ (Un)n∈N ❡st

✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Df t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✐♠
n−→+∞

(Un) = a ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✐♠
n−→+∞

(f(Un))

❡①✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ (s✐♥(nπ))n∈N ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❝❛r (s✐♥(nπ))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡t
❧✐♠

n−→+∞
(nπ) = +∞ ♠❛✐s ❧✐♠

x−→+∞
(s✐♥(x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ ❡♥ a ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a ❞✐✛ér❡♥t❡s t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡
f(a) ❡t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ (f(a))n∈N✳ (f(a))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
f(a) ❡t ❧✐♠

n−→+∞
(a) = a ♠❛✐s ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s (Un)n∈N ❧❛ s✉✐t❡ (f(n))n∈N✳ ❙✐ f
t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞ ❛❧♦rs (Un)n∈N t❡♥❞ ❛✉ss✐ ✈❡rs ❧✐♠

x−→+∞
(f(x))✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ f ♣❡r♠❡t

❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ (Un)n∈N✳
• ❙♦✐❡♥t l ✉♥ ré❡❧ ❡t (Un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs l✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r ❞✬❛♣rès

❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉❡ (❝♦s(Un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝♦s(l)✱ (|Un|)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs |l|✳✳✳

• ❖♥ s❡ s❡rt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r (Un+1)n∈N =

(f(Un))n∈N✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ L ét❛✐t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❡t s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ L ❛❧♦rs ♦♥
❛ ✿ f(L) = L✳

▼ét❤♦❞❡✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❛❞♠❡t
♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ♦✉ ❜✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ f ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ a s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✶✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s (Un)n∈N ❡t (Vn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs a ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (f(Un))n∈N

❡t (f(Vn))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡✳

✷✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (Un)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs a t❡❧❧❡ q✉❡ (f(Un))n∈N ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

• ❙♦✐❡♥t (a, lf) ∈ (R)2 ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Df ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ❡①✐st❡

❡t ✈❛✉t lf s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ (Un)n∈N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Df

❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs a✱ (f(Un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs lf✳
• ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I✱ I ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧ ♥♦♥

ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ I✳ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ (Un)n∈N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ I ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs a✱ (f(Un))n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs f(a)✳

Proposition 156

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✐♠
x→+∞

(❝♦s (x)) ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

• ❖♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡✉① s✉✐t❡s t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳
Pr❡♥♦♥s ❧❡s s✉✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(Un)n∈N = (2πn)n∈N ❡t (Vn)n∈N =
(

2πn+
π

2

)

n∈N

.

(Un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs +∞ ❡t (Vn)n∈N ❛✉ss✐✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿ ❝♦s (Un) = 1 ❡t ❝♦s (Vn) = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (❝♦s(Un))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 1 ❡t (❝♦s(Vn))n∈N ✈❡rs 0✳
• ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✐♠

x→+∞
(❝♦s (x)) ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ L ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✳ ❈♦♠♠❡ (❝♦s(Un))n∈N

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 1 ❡t (Un)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ séq✉❡♥t✐❡❧✱ q✉❡ L
✈❛✉t 1✳ ❈♦♠♠❡ (❝♦s(Vn))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡t (Vn)n∈N t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r
❧❡ ❝r✐tèr❡ séq✉❡♥t✐❡❧✱ q✉❡ L ✈❛✉t 0✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝✬❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❝♦s ♥✬❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞✳

❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s
❞❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✐ ❡♥ +∞ ♥✐ ❡♥ −∞✱ ❝✬❡st ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡ très ❝❧❛ss✐q✉❡ ✦

✸✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡ ❡t ♦r❞r❡

❚♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✧▲✐♠✐t❡ ❡t ♦r❞r❡✧ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✧❙✉✐t❡✧✳ ▲❡s ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ +∞ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❡t ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

▲✐♠✐t❡ ❡t ♠♦♥♦t♦♥✐❡

◆❡ ♣❛s ❤és✐t❡r à r❡❧✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭q✉✐ ♣♦rt❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✮

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t (a, b) ∈ (R)2 t❡❧ q✉❡ a < b ❡t f : ]a, b [ 7→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❖♥
❛ ✿

• ❙✐ f ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→b−

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t s✉♣
]a,b[

(f)✳

• ❙✐ f ♥✬❡st ♣❛s ♠❛❥♦ré❡ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→b−

(f(x)) = +∞✳

• ❙✐ f ❡st ♠✐♥♦ré❡ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t ✐♥❢
]a,b[

(f)✳

• ❙✐ f ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥♦ré❡ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a+

(f(x)) = −∞✳

Proposition 157

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
]a, b [ ✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ g✳ ❧✐♠

x−→b−
(g(x)) ❡①✐st❡✱ ❝✬❡st ✐♥❢

]a,b[
(g) ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥✱ −∞ s✐♥♦♥✳ ❧✐♠

x−→a+
(g(x))

❡①✐st❡✱ ❝✬❡st s✉♣
]a,b[

(g) ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ +∞ s✐♥♦♥✳

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b ❡t f : ]a, b [ 7→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳
❙♦✐t x0 ∈ ]a, b [ ✳ f ❛❞♠❡t ❡♥ x0 ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✿

❧✐♠
x−→x−

0

(f(x)) 6 f(x0) 6 ❧✐♠
x−→x+

0

(f(x)).

Proposition 158

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ g ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ]a, b [ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ g ❛❞♠❡t ❡♥ x0 ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✿

❧✐♠
x−→x+

0

(g(x)) 6 g(x0) 6 ❧✐♠
x−→x−

0

(g(x)).

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❧✐♠✐t❡

❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t s✉r ✉♥❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❙♦✐❡♥t a ∈ R ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ a✳

• ❙✐ f ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡✱ ♥♦té❡ L✱ ❡♥ a ❡t s✐ L ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❛❧♦rs f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡
♣❛s ❡t ❣❛r❞❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ L s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳

• ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ a ❡st ✉♥ ré❡❧ ❡t f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t f(a) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧
❛❧♦rs f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡t ❣❛r❞❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f(a) s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳

Proposition 159

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞✐✈✐s❡r ♣❛r
f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❧♦rsq✉❡ f ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥ a✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ à r❡t❡♥✐r ✦

♣✮ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✻✵ ✿

❙♦✐❡♥t (a, b, c) ∈ R× R
2 ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡✱ ♥♦té❡ l✱ ❡♥ a✳ ❙✐ c < l < b ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V

❞❡ a t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ V, c < f(x) < b✳
• ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ a ❡st ✉♥ ré❡❧ ❡t f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a ❡t c < f(a) < b ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
V ❞❡ a t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ V, c < f(x) < b✳

P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s✉r ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t
❡♥ t✐r❡r q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳

❙♦✐❡♥t a ∈ R ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✳ ❙✐ f ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡
❡♥ a ❡t s✐ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✐♠

x−→a
(f(x)) > 0✳

Proposition 161

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ a ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠

x−→a
(f(x)) > 0✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡

❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❥✉st❡ ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) > 0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

x
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✻



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐t a ∈ R✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ R t❡❧❧❡s q✉❡ f ❡t g s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ f 6 g s✉r ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❛❧♦rs ✿

✶✳ ❙✐ f ❡t g ♦♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ❡♥ a✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

❧✐♠
x−→a

(f(x)) 6 ❧✐♠
x−→a

(g(x)).

✷✳ ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(g(x)) = −∞ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = −∞✳

✸✳ ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) = +∞ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a

(g(x)) = +∞✳

Proposition 162

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
• ❙✐ f ❡t g ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ f < g s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t q✉❡ f ❡t g ♦♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ❡♥ a ❛❧♦rs

♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠
x−→a

(f(x)) < ❧✐♠
x−→a

(g(x))✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❥✉st❡ ❛✣r♠❡r

q✉❡ ✿ ❧✐♠
x−→a

(f(x)) 6 ❧✐♠
x−→a

(g(x))✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ x 7→ 1

x2
❡t x 7→ 1

x2 + 1
❡♥ +∞ ❝♦♠♠❡

❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
• ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭♦✉

♣♦✉r g✮ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ b1 ❡t b2 s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ❡t s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡
∀x ∈ V, b1 6 f(x) 6 b2 ❛✈❡❝ V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❛❧♦rs s✐ f ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ a ✱ ♦♥ ❛ ✿

b1 6 ❧✐♠
x−→a

(f(x)) 6 b2.

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ s✐ ♦♥ s❛✐t ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ∀x ∈ V, b1 < f(x) < b2 ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉✬ ❛
♣r✐♦r✐ b1 < ❧✐♠

x−→a
(f(x)) < b2 s♦✐t ✈r❛✐✳

• ❉✐r❡ q✉❡ ❧✐♠
x−→a

(g(x)) = +∞ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ r✐❡♥ s✉r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ f ❡♥ a✳ ❖♥ ♣❡✉t

♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s x 7→ 1

x+ 1
❡t x 7→ x ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳

▲✐♠✐t❡ ♣❛r ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s ✭♦✉ ❞✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✮✳
❙♦✐t a ∈ R✳ ❙♦✐❡♥t f, g ❡t h tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ R t❡❧❧❡s q✉❡ f✱ g ❡t h s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❙✐ f 6 g 6 h s✉r
✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t s✐ ❧✐♠

x−→a
(f(x)) ❡t ❧✐♠

x−→a
(h(x)) ❡①✐st❡♥t✱ s♦♥t ✜♥✐❡s ❡t é❣❛❧❡s

❛❧♦rs g ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥❡ ❡♥ a ❡t ❧✐♠
x−→a

(g(x)) ✈❛✉t ❧✐♠
x−→a

(h(x))✳

Théorème 163

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✼



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡t h ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡
❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✣r♠❡r q✉❡ g ❛❞♠❡t ✉♥❡
❧✐♠✐t❡ ✜♥❡ ❡♥ a✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ∀x ∈ R

+,−2 6 (−1)x 6 1 ❡t x 7→ (−1)x ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡
❡♥ +∞✳

❙♦✐t (a, l) ∈ R × R✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡
♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R t❡❧❧❡s q✉❡ f ❡t g s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(g(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0 ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ V✱ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∀x ∈ V, |f(x) − l| 6 g(x)✱ ❛❧♦rs ❧✐♠
x−→a

(f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t l✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(g(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0 ❡t s✐ f ❡st ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❛❧♦rs

❧✐♠
x−→a

(g(x)f(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳

Proposition 164

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s ♦✉ s❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ❡st très ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❞✉ ❝♦s✐♥✉s✱ ❞✉ s✐♥✉s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛ s♦✉✈❡♥t ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡
❞✬❡♥❝❛❞r❡r✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱✈❛❧✉❡r✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧✐♠
x→0

(

1− x×
⌊

1

x

⌋)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ✈♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ α✱ ♦♥ ❛ ✿ ⌊α⌋ 6 α < ⌊α⌋ + 1 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
q✉❡ ✿ α− 1 6 ⌊α⌋ 6 α ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ α✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

1

x
− 1 6

⌊

1

x

⌋

6
1

x

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣❛r ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ x✱ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿ 1− x 6 x

⌊

1

x

⌋

6 1✳ ❖r ❧✐♠
x→0

(1− x) = ❧✐♠
x→0

(1) = 1

❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✐♠
x→0
x>0

(

x×
⌊

1

x

⌋)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ ❉❡

♠ê♠❡✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥t ✉♥ ♣❡✉ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧✐♠
x→0
x<0

(

x×
⌊

1

x

⌋)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ ❈♦♠♠❡

x 7→ x×
⌊

1

x

⌋

♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✵ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

x×
⌊

1

x

⌋)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ P❛r s♦♠♠❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t ❞♦♥❝

0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✽



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✸✳✹ ❚❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

■♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b✳ ❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡
ré❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✳ ❙✐ z ❡st ✉♥ ré❡❧ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ h(a) ❡t h(b) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
c ∈ [a, b] t❡❧ q✉❡ h(c) = z✳

Théorème 165

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ⌊0⌋ 6
1

2
6 ⌊1⌋ ❡t ♣♦✉rt❛♥t ✿

∀x ∈ [0, 1], ⌊x⌋ 6= 1

2
✳

• ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♠ê♠❡ s✐ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

• ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣rés❡r✈é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ [0, 2π[ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt✱ [−1, 1]
❡st ❢❡r♠é ❡t ❝♦s ([0, 2π[) = [−1, 1]✳

• ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❥✉st❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥
♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

• ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡✱ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❣❛r❞❡ ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

♣✮ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✻✻ ✿

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b✳ ❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
[a, b]✳ ❙✐ h(a)× h(b) 6 0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c ∈ [a, b] t❡❧ q✉❡ h(c) = 0✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ q✉❡ t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
ré❡❧❧❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✷✾



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

■♠❛❣❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a 6 b ❡t h✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡
ré❡❧❧❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✳

• h ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ M ❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ m s✉r [a, b]✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ x0 ❞❛♥s [a, b] t❡❧ q✉❡ h(x0) =M ❡t y0 ❞❛♥s [a, b] t❡❧ q✉❡ h(y0) = m✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x0 ❡t y0 ❞❡ [a, b] t❡❧s q✉❡ h ([a, b]) =
[h(y0), h(x0)]✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t
♦✉ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ② ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ❛tt❡✐♥t s❡s
❜♦r♥❡s✳

• ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿
• ❙✐ ♦♥ s❛✐t ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ h ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛❧♦rs h ([a, b]) ❡st [h(a), h(b)]✳
• ❙✐ ♦♥ s❛✐t ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ h ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛❧♦rs h ([a, b]) ❡st [h(b), h(a)]✳

Théorème 167

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I✳ ❙✐ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❛❧♦rs ✿

✶✳ f(I) ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

✷✳ f ❡st ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ I s✉r f(I)✳

✸✳ f−1 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t s♦♥ s❡♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ f✳

✹✳ f−1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✺✳ ∀ y ∈ f(I), ∃ ✦ x ∈ I t❡❧ q✉❡ f(x) = y✳

Théorème 168

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❡✉① ♠✐s❡s ❡♥ ❣❛r❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✿

✶✳ ◆✬♦✉❜❧✐❡③ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧y ∈ f(I)✧✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✱
√
x = −2 ♥✬❛ ♣❛s

❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠ê♠❡ s✐ x 7→ √
x ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✦

✷✳ ▲❡ y ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ x✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : x 7→
f(x) − y✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ 0 ❡t é✈✐t❡r
❛✐♥s✐ ❝❡ ❞❛♥❣❡r✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
s✐ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r D ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x é❧é♠❡♥t ❞❡ D✱
g(x) = 0 ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ 0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à g(D) ❡t ③ér♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ 0 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à
g(D)✳

▼ét❤♦❞❡✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✵



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❘és✉♠♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ❝❤♦s❡s✳ ❱♦✐❝✐ tr♦✐s ✐❞é❡s q✉✐ ✈♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❛ ✭♦✉ ♥♦♥✮ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿

• ❖♥ ❧❛ rés♦✉t ✦
❈✬❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ❝✬❡st à ❡ss❛②❡r ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ❥❡t❡r s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥
❡ss❛②❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉
s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ♦✉ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞étr✉✐r❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s
ré❝✐♣r♦q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧♥ ❡t ❡①♣✱

√· ❡t x 7→ x2✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❛❜♦✉t✐t ♣❛s✱ ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ✦
• ❆✈❡❝ ❧❡ ❚❱■✳

❖♥ réé❝r✐t ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = 0✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ f✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
❞❡✉① ré❡❧s a ❡t b t❡❧s q✉❡ f(a) ❡t f(b) s♦✐❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛
♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❧♦rs ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ s✬❛tt❛r❞❡r✱ ❧❡ ❚❱■ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

• ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❙✐ ♦♥ ✈❡✉t s❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❚❱■ ♥❡ s✉✣r❛ ♣❛s✳ ❱♦✉s ❛✉r❡③
❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙✉✐✈❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ➱❝r✐✈❡③ ✈♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ y = f(x) ❛✈❡❝ y ✜①é ✭✐✳❡✳ y ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ x✱ ❧❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ét❛♥t 0✮ ❡t x ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❜❛❧❛②❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ (c, d)✳

✷✳ Pr♦✉✈❡③ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❧❛ str✐❝t❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ f✳

✸✳ ❊①♣❧✐❝✐t❡r f((c, d)) ❡t ♥♦t❡③ s✐ y ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♦✉ ♥♦♥ à f((c, d))✳

❱♦✉s ♣♦✉rr❡③ ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ✈♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ y
❛♣♣❛rt✐❡♥t à f((c, d)) ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥♦♥✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

✶✳ ❙♦✐t f : [0, 1] 7→ [0, 1] ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ [0, 1] t❡❧ q✉❡ f(x) = x✳

✷✳ ❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t (En) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ✿

1

x
+

1

x+ 1
+ · · ·+ 1

x+ 2n
= 1.

▼♦♥tr❡r q✉❡ (En) ❛❞♠❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (En)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✶



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

✶✳ ❯♥ ❞❡ss✐♥ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s ✿

❖♥ ✈♦✐t très ❜✐❡♥ ❞❡ss✉s q✉❡ Cf ❡t Cid s❡ ❝r♦✐s❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ g : x 7→ f(x) − x✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ [0, 1]✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) = x⇔ g(x) = 0.

❖r g(0) ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❝❛r f(0) ❧✬❡st ♣✉✐sq✉❡ f([0, 1]) ⊂ [0, 1] ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ❡t g(1) ❡st
♥é❣❛t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ f(1) − 1 ❧✬❡st ❝❛r f([0, 1]) ⊂ [0, 1]✳
❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à g ❝❛r g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
[0, 1]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à [0, 1] t❡❧ q✉❡ g(x) = 0 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ f ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
♣♦✐♥t ✜①❡✳

✷✳ ❖♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❛rt✐r s✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f : x 7→ 1

x
+

1

x+ 1
+ · · ·+ 1

x+ 2n
− 1

f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R\ {0❀−1❀ · · · ❀−2n } ✭❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r A✮ ♣❛r
q✉♦t✐❡♥t ❡t s♦♠♠❡ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ ✿

f ′(x) = −
1

x2
−

1

(x+ 1)2
− · · ·− 1

(x+ 2n)2
.

P❛r s♦♠♠❡✱ f ′ ❡st ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ✭◆❡ ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ f ❡st str✐❝✲
t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❝❛r A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✮ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✿

x −∞ −2n −2n+ 1 · · · −2 −1 0 +∞

−1 +∞ +∞ +∞ +∞
❍
❍❍❥

❍
❍❍❥ · · · ❍

❍❍❥
❍
❍❍❥

❍
❍❍❥

−∞ −∞ −∞ −∞ −1

❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❥✉st✐✜❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ❛♣rès t♦✉t ✈♦✉s êt❡s ❣r❛♥❞s ✦ P♦✉rs✉✐✈♦♥s ✿
• ❙♦✐t k ∈ {−2n❀−2n+ 1❀ · · · ❀−1 }✳ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ]k❀k+1[

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ f ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ]k❀k+ 1[ s✉r
]

❧✐♠
x→k+1
x<k+1

(f(x))❀ ❧✐♠
x→k
x>k

(f(x))

[

✐✳❡✳ R✳ ❖r 0 ❡st ✉♥ ré❡❧ ✭❡♥ ✈♦✐❧à ✉♥ s❝♦♦♣ ✦✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥

✉♥✐q✉❡ xk ❞❛♥s ]k❀k+ 1[ t❡❧ q✉❡ f(xk) = 0✳
• P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s✱ f ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ]−∞❀−2n[ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]−∞❀−1[✳

❖r−1 < 0 ❞♦♥❝ 0 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ]−∞❀−1[ ❡t (En) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ]−∞❀−2n[✳
• ❊t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s✱ f ét❛❜❧✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ]0❀+∞[ s✉r ]−1❀+∞[✳

❖r 0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ] − 1❀+∞[ ❞♦♥❝ (En) ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ]0❀+∞[✳
❖♥ ♥✬❛ ♣❧✉s q✉✬à ❝♦♠♣t❡r ✿ (En) ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2n+ 1 s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✷



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✹ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

❉és♦r♠❛✐s ❡t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ D s❡r❛ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ♥♦♥
ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❈❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é a ✭a ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❜♦r♥❡ ❞❡ I✮✳

✸✳✹✳✶ ❉ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ f ❡♥ a ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r D\ {a }

♣❛r ✿

x 7→ f(x) − f(a)

x− a
.

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a s✐ s♦♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❡♥ a ❛❞♠❡t
✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ a✳

• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞ér✐✈é ❞❡ f ❡♥ a ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❡♥ a ❞✉ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ f ❡♥ a✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té s❡ ♥♦t❡ f ′(a) ♦✉
df

dx
(a) ♦✉

[

d

dx
(f(x))

]

x=a

✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

f ′(a) = ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

.
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a s✐ ❧✐♠
h−→0

(

f(a+ h) − f(a)

h

)

❡①✐st❡ ❡t ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿ f ′(a) = ❧✐♠
h−→0

(

f(a+ h) − f(a)

h

)

✳ ❆ ✈♦✉s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❧✐♠
h−→0

(

f(a+ h) − f(a)

h

)

❡t ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ✦

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛❣✐t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s✳ P❛s
❞❡ (❝♦s(1)) ′ ♠❛✐s ❞✉ ❝♦s ′(1)✱ ♣❛s ❞❡ (x ❝♦s(x)) ′✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦s ′(22) ❡st − s✐♥(4) ❡t ♣❛s −4 s✐♥(4) q✉✐
s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t x 7→ ❝♦s

(

x2
)

❡♥ 2✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ✿

✶✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r D ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ D✱ ♦♥ ❛ ✿
f ′(a) = 0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

✷✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té s✉r D✱ ♥♦té❡ idD✱ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ D✱
♦♥ ❛ ✿ id ′

D(a) = 1✳

✸✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ R⋆

+ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢

a✱ ♦♥ ❛ ✿

[

d

dx
(
√
x)

]

x=a

=
1

2
√
a
✳

✹✳ ❢ ✿ x 7→ ax+b ✭ ❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✮ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿
f ′(x) = a✳

✺✳ ❢ ✿ x 7→ xn ✭ ❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✮ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿
f ′(x) = nxn−1✳

❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ré❡❧ a str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x 7→ √

x✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) − f(a)

x− a
=

√
x−

√
a

x− a

=

√
x−

√
a

(√
x−

√
a
)

×
(√
x+

√
a
)

=
1√

x+
√
a

❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t
1

2
√
a
✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❡t

f ′(a) =
1

2
√
a
✳

❉ér✐✈❛❜✐❧✐té à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡

◆❡ ♣❛s ❤és✐t❡r à ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ✦ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱
f : D→ R ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ a✮ s✐ s♦♥ t❛✉①
❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❡♥ a ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥

a✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs f ′d(a) = ❧✐♠
x−→a+

(

f(x) − f(a)

x− a

)

✭r❡s♣✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs f ′g(a) =

❧✐♠
x−→a−

(

f(x) − f(a)

x− a

)

✮✳
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• ❙✐ a ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ I ❛❧♦rs f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a ❡t f ′g(a) = f ′d(a)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
f ′(a) = f ′d(a) = f

′
g(a)✳

• ❙✐ a ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣✳ s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ❞❡ I ❛❧♦rs f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥
a s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à à ❞r♦✐t❡ ❡♥ a ✭r❡s♣✳ ❞ér✐✈❛❜❧❡ à à
❣❛✉❝❤❡ ❡♥ a✮✳

Proposition 171

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

h :

{
R → R

x 7→ |x|
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❡♥ 0 ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à

❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ −1 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 1 à ❞r♦✐t❡ ✿ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛
♣r❡✉✈❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x ❡t a ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s✱ ♦♥ ❛ ✿

h(x) − h(a)

x− a
=

|x|− |a|

x− a

=
−x+ a

x− a

= −1.

▲✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❛❧♦rs f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ a✳
• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡♥ a ❛❧♦rs f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à

❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡♥ a✳

Proposition 172

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿

• ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ③ér♦ ♠❛✐s ♥✬② ❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡✳
• ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♠❛✐s ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❲❡✐❡rstr❛ss q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

f : x 7→ ❧✐♠
n−→+∞

(

n∑

k=0

(

1

2

)k

❝♦s
(

2kπx
)

)

❱♦✐❝✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ✿

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❖♥ ♠✉♥✐t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ (O,
→
i ,

→
j )✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

4 3 2 1 0 1 2 3 4

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y=f(x)

❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D✱ M0(a, f(a)) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉
♣❧❛♥✳ ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ M0 à Cf✱ ❝♦✉r❜❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

y = f ′(a)(x− a) + f(a)
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❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ a ❡t x ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ D✱ M0(a, f(a))✱
M(x, f(x)) ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f✳

• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ (MM0) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ x t❡♥❞ ✈❡rs a✱ ❝✬❡st ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ M0 à Cf✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Cf ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡
f(x) − f(a) − f ′(a)(x− a) ❛✈❡❝ x é❧é♠❡♥t ❞❡ D✳

• ❙✐ ❧✐♠
x−→a

(

f(x) − f(a)

x− a

)

= ±∞ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ Cf ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❜s✲

❝✐ss❡ a ✉♥❡ t❛♥❣❡♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a✳

Proposition 174

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ◗✉❛♥❞ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡♥ a ❛❧♦rs
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ (MM0) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ x t❡♥❞ ✈❡rs a ♣❛r ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡
✭r❡s♣✳ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞❡♠✐✲t❛♥❣❡♥t❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡♥ M0 à Cf q✉✐ ❡st ❧❛
❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿ y = f(a) + f ′d(a)(x− a) ✭r❡s♣✳ y = f(a) + f ′g(a)(x− a)✮✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✹✳✷ ❉ér✐✈❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D✳
• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦té❡

f ′ ♦✉
df

dx
✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r D ♣❛r ✿

f ′ :

{
D → R

x 7→ f ′(x)

• ❖♥ ♥♦t❡ D1(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R✳

Définition 175

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❡♥tr❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té ✿

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❛❧♦rs f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✳

Proposition 176

❉ér✐✈é❡s ✉s✉❡❧❧❡s

❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s f✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r Df ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r
Df ′ ✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s f ′ ❞❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ Df ❡t D ′

f

s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ♠❛✐s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❡t ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

❖♥ ❢❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ s ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t a ✉♥ ré❡❧
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

Df f Df ′ f ′

R x 7→ xn R x 7→ nxn−1

R x 7→ |x| R
⋆ x 7→

{
1 s✐ x > 0

−1 s✐ x < 0

R
⋆

+ x 7→ xs R
⋆

+ x 7→ sxs−1

R+ x 7→ √
x R

⋆

+ x 7→ 1

2
√
x

R x 7→ ❡①♣(x) R x 7→ ❡①♣(x)

R x 7→ ❝♦s(x) R x 7→ − s✐♥(x)

R x 7→ s✐♥(x) R x 7→ ❝♦s(x)

R\
{ π

2
+ kπ, k ∈ Z

}

x 7→ t❛♥(x) R\
{ π

2
+ kπ, k ∈ Z

}

x 7→ 1+ t❛♥2(x)

R
⋆

+ x 7→ ❧♥(x) R
⋆

+ x 7→ 1

x

R x 7→ ax
R x 7→ ❧♥(a)ax

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f : x 7→
(

1

❧♥(
√
x2 + 2)

)2

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ x2 + 2 > 0 ✭❧❛ r❛❝✐♥❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té✮✱

√
x2 + 2 > 0

✭♣❛s ❞❡ s♦✉❝✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♥✮ ❡t
√
x2 + 2 6= 1 ✭❝❡❧❛ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱

f ❡st ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❙♦✐t x ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿

f ′(x) = −
2

(

❧♥(
√
x2 + 2)

)3
× 1√

x2 + 2
× 1

2
√
x2 + 2

× 2x

= −
2x

(x2 + 2)×
(

❧♥(
√
x2 + 2)

)3
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✳✹✳✸ ❉ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥s

❖♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s

❙♦✐t λ ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✐❡♥t f : D→ R ❡t g : D→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ a ❛❧♦rs f + g✱ f × g ❡t λf s♦♥t

❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ a✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

(f+ g) ′(a) = f ′(a) + g ′(a) , (λf) ′(a) = λf ′(a) ❡t

(f× g) ′(a) = f ′(a)g(a) + g ′(a)f(a).

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❛❧♦rs f+ g✱ f× g ❡t λf s♦♥t
❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

(f+ g) ′ = f ′ + g ′, (λf) ′ = λf ′ ❡t (f× g) ′ = f ′ × g+ g ′ × f.

Proposition 177

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t h1 ❡t h2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f(a) ❡t s✉r D2 ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❙✐ f(D) ⊂ D2 ❛❧♦rs ✿

• s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❡t s✐ h1 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ f(a) ❛❧♦rs h1◦f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡
❡♥ a ❡t ♦♥ ❛ ✿ (h1 ◦ f) ′ (a) = h ′

1 (f(a))× f ′(a)✳
• s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t s✐ h2 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D2 ❛❧♦rs h2 ◦ f ❡st

❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t ♦♥ ❛ ✿ (h2 ◦ f) ′ = (h ′
2 ◦ f)× f ′✳

Proposition 178

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

s ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t u, v ❡t w tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D✳ ❖♥ s✉♣✲
♣♦s❡ q✉❡ v ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r D ❡t q✉❡ w ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ un ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st nu ′ × un−1✳

✷✳ ❡①♣(u) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st u ′ × ❡①♣(u)✳

✸✳
√
v ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st

v ′

2
√
v
✳

✹✳ vs ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st sv ′ × vs−1✳

✺✳ ❧♥(|w|) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st
w ′

w
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✸✾



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

◗✉♦t✐❡♥t ❡t ❞ér✐✈é❡

❙♦✐t λ ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✐❡♥t f : D→ R ❡t g : D→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❡t q✉❡ f(a) 6= 0 ❛❧♦rs
1

f
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

❡♥ a✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

(

1

f

) ′

(a) ❡st −
f ′(a)

f(a)2
✳

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t q✉❡ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D ❛❧♦rs
1

f
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

(

1

f

) ′

❡st −
f ′

f2
✳

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥ a ❡t q✉❡ f(a) 6= 0 ❛❧♦rs
g

f
❡st

❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

(g

f

) ′
(a) =

g ′(a)f(a) − f ′(a)g(a)

f(a)2
.

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❡t q✉❡ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r

D ❛❧♦rs
g

f
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

(g

f

) ′
=
g ′f− f ′g

f2
.

Proposition 179

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r✱ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦✉ ❞❡ q✉♦t✐❡♥t❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ✦ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t ❜êt❡ ✿ x 7→√
x−

√
x ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ❛❧♦rs q✉❡ x 7→ √

x ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳
• ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐r❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ r❡✈❡♥✐r à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱t✉❞✐❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ f ❛✈❡❝ ✿ f : x 7→






0 si x = 1
(s✐♥(πx))2

x− 1
si x 6= 1

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✵



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

P♦✉r t♦✉t x ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ♦♥ ❛ x− 1 6= 0✳ P❛r q✉♦t✐❡♥t✱ f ❡st ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R\ {1 }✳ P♦✉r t♦✉t
ré❡❧ x ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) − f(1)

x− 1
=

(

h(x) − h(1)

x− 1

)2

❛✈❡❝ h : x 7→ s✐♥ (πx)✳

❖r h ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❧✐♠
x→1

(

f(x) − f(1)

x− 1

)

= (h ′(1))
2

❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ✶ ❡t f ′(1) = π2✳ f ❡st ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R✳

❉ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳ P♦s♦♥s b = f(a)✳
• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❡t s✐ f ′(a) 6= 0 ❛❧♦rs f−1 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ b ❡t ♦♥

❛ ✿
(

f−1
) ′
(b) =

1

f ′(a)
✳

• ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉rD ❡t s✐ f ′ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉rD ❛❧♦rs f−1 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡
s✉r f(D) ❡t ♦♥ ❛ ✿

∀ x ∈ f(D),
(

f−1
) ′
(x) =

1

f ′(f−1(x))
.

Proposition 180

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱t✉❞✐❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❛r❝s✐♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❛r❝s✐♥ ❡st ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ s✐♥ r❡str❡✐♥t❡ à
[

−
π

2
❀
π

2

]

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥ r❡str❡✐♥t❡ à

[

−
π

2
❀
π

2

]

✳ ❊❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
[

−
π

2
❀
π

2

]

s✉r [−1, 1]

❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❛r f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳

f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
[

−
π

2
❀
π

2

]

❡t f ′ ❡st ❝♦s✳ P♦✉r t♦✉t x ❞❡
[

−
π

2
❀
π

2

]

✱ ♦♥ ❛ ✿

f ′(x) 6= 0⇔ ❝♦s(x) 6= 0
⇔ x ∈

]

−
π

2
❀
π

2

[

.

❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❛r❝s✐♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r f
(]

−
π

2
❀
π

2

[)

s♦✐t ] − 1❀ 1[✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ ] − 1❀ 1[✱ ♦♥ ❛ ✿

❛r❝s✐♥ ′(x) =
1

❝♦s(❛r❝s✐♥ (x))

=
1

√

1− s✐♥2(❛r❝s✐♥ (x))

=
1√
1− x2

.
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ gn : x 7→ n
√
x ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R

⋆

+ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ x✱ ♦♥ ❛ ✿ g ′
n(x) =

1

n
x

1
n−1✳

• ❛r❝❝♦s ❡t ❛r❝s✐♥ s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r ] − 1, 1[ ❡t ♣♦✉r t♦✉t y ❞❡ ] − 1, 1[✱ ♦♥ ❛ ✿

❛r❝❝♦s ′(y) = −
1

√

1− y2
❡t ❛r❝s✐♥ ′(y) =

1
√

1− y2
.

✭❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❛r❝s✐♥ ❝♦♠♠❡ ❛r❝❝♦s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❇❈P❙❚✱ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s
♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮✳

❖♥ ♣r❡♥❞r❛ ❜✐❡♥ ❣❛r❞❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r❝s✐♥ ❡t ❛r❝❝♦s ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ✉♥ ❜❝♣st✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥✲
❣❡r❡✉s❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ✿ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✱ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ❛r❝s✐♥ ❡t ❛r❝❝♦s✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱
(

f−1
) ′

❡st
1

f ′ ◦ f−1
✳

✷✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ s❡ s♦✉✈✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ f ❡t f−1 ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❜✐ss❡❝tr✐❝❡✳

✸✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✦✮
❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ f−1 ◦ f = id✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

((f−1) ′ ◦ f)× f ′ = 1.

❆✐♥s✐✱ s✐ f ′(x) 6= 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ (f−1) ′(f(x)) =
1

f ′(x)
✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❛♣rès f(x) ♣❛r y ✭❡t ❞♦♥❝

x ♣❛r f−1(y)✮✳

❛r❝t❛♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t✱ ∀y ∈ R✱ ❛r❝t❛♥ ′(y) =
1

1+ y2
✳

Proposition 181
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✸✳✹✳✹ ❉ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s

❙♦✐t f : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐✲

s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t s✐ f ′ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a✳ ❖♥ ♥♦t❡ f ′′(a) ♦✉
d2f

dx2
(a) ♦✉

[

d2

dx2
(f(x))

]

x=a

❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ′ ❡♥ a✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✿

f ′′(a) = ❧✐♠
x−→a

(

f ′(x) − f ′(a)

x− a

)

.

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t s✐ f ′

❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳ ❖♥ ♥♦t❡ f ′′ ✭♦✉ f(2) ♦✉
d2f

dx2
✮ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f ′✳ ❖♥ ❛

❛❧♦rs ✿ f ′′ = (f ′)
′✳

Définition 182

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❞ér✐✈é❡ ❡t ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ tr♦✐s✐è♠❡✱
q✉❛tr✐è♠❡✱ ❝✐♥q✉✐è♠❡✳✳✳

❙♦✐t f : I → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ n✲✐è♠❡ ❞❡ f✳ ❖♥ ♣♦s❡ f(0) = f ❡t ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st n ❢♦✐s
❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I s✐ f ❡st n− 1 ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I s✐ f(n−1) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳ ❖♥ ♥♦t❡

f(n) ♦✉
dnf

dxn
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f(n−1)✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✿

f(n) =
(

f(n−1)
) ′
.

Définition 183

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧♥ ′ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✮ ♣✉✐s ❧♥
′′
✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✮

♣✉✐s✳✳✳✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

❧♥
′
:






R
⋆

+ → R

x 7→ 1

x

, ❧♥
′′
:






R
⋆

+ → R

x 7→ −1

x2

❡t ❧♥
′′′
:






R
⋆

+ → R

x 7→ 2

x3
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

❙♦✐t f : D→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ Dn s✉r D s✐ f ❡st n ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t ♦♥
♥♦t❡ Dn(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s n ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn s✉r D ✭♦✉ ❡st n ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡
s✉r D ✮ s✐ f ❡st n ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D ❡t s✐ f(n) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✳

• ❖♥ ♥♦t❡ Cn(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s n ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ C0(D) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D ❡t C1(D) ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
D✳

• ❖♥ ♥♦t❡ C∞(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ n ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ n✲✐è♠❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r D✳

Définition 184

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ✭s❛✉❢ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s n✲✐è♠❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ s♦♥t ❞❡
❝❧❛ss❡ C∞ s✉r ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s n✲✐è♠❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ s♦♥t
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r✐✈és ❞❡ 0✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D
❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳ P♦✉r q✉❡ f s♦✐t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ f ′ ❡①✐st❡ ♠❛✐s ❡♥
♣❧✉s q✉❡ f ′ ✭❡t ♣❛s f q✉✐ s❡r❛✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✮ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D ✿ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ✦ Pr❡♥♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f : x 7→






x2 s✐♥

(

1

x

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0

f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ✭♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥ 0✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡✈❡♥✐r ❛✉① t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t q✉❡ f ′(0) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✮ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R ✭❝❛r ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ f ′ ♥✬❡st ♣❛s

❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿ ❧✐♠
x−→0

(

f(x) − f(0)

x− 0

)

❡①✐st❡ ❝❛r ❝✬❡st ❧✐♠
x−→0

(

x s✐♥

(

1

x

))

q✉✐ ✈❛✉t 0 ♣❛r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ●❡♥❞❛r♠❡s ❝❛r ♦♥ ❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ x 7→ x✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❜♦r♥é❡✱ x 7→ s✐♥

(

1

x

)

✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

f ′ :






R → R

x 7→






0 s✐ x = 0

2x s✐♥

(

1

x

)

− ❝♦s

(

1

x

)

s✐ x 6= 0

❈♦♠♠❡ ❝♦s ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ x 7→ ❝♦s

(

1

x

)

♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡

❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0✳ ❖r ❧✐♠
x−→0

(

2x s✐♥

(

1

x

))

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0 ✭❡♥❝♦r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ●❡♥❞❛r♠❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✹



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✧♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0✮✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✐♠
x−→0

(f ′(x))

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ f ′ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ s❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✦✮✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à C1(D)

♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ❞✐r❛ ♣❛s q✉✬❡❧❧❡ ❡st C1(D)✱ C1(D) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡
❜✐❡♥ sûr ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✮✳

• ❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à C1(D) ❛✈❡❝ D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ❞✐r❛ ♣❛s
q✉✬❡❧❧❡ ❡st C1(a) ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ✭♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ sûr
❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✮✳

• ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞é✜♥✐ D∞(D) ❝❛r ❝✬❡st ❡♥ ré❛❧✐té C∞(D)✳
• ❆ ♥♦t❡r t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ ❧❡✉r

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❘❡♠❛rq✉❡
❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮✳

• ❖♥ ❛ ✿ C0(D) ⊃ D1(D) ⊃ C1(D) ⊃ D2(D) ⊃ C2(D) ⊃ D3(D) ⊃ C3(D) ⊃ ...
• P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ D ⊂ D1✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ D1(D1) ❡t C1(D) ♥✬❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛s é✈✐❞❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t

❛✈♦✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D1 ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r D1✳✳✳

❙♦✐❡♥t λ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t I
f,g
✲ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s n ❢♦✐s s✉r I ❛❧♦rs f+ g✱ f× g✱ λf s♦♥t ❛✉ss✐ ❞ér✐✈❛❜❧❡s n
❢♦✐s s✉r I ❡t ♦♥ ❛ ✿

(f+ g)(n) = f(n) + g(n) ❡t (λf)
(n)

= λf(n).

Proposition 185

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ s❛✐t é✈❛❧✉❡r✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ n✲✐è♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜✲
♥✐③ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❇❈P❙❚ ❡t q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✮ ✿

(f× g)(n) =

n∑

k=0

(

n

k

)

f(k) × g(n−k).

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❙♦✐❡♥t I
f
✲ J

g
✲ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s n ❢♦✐s s✉r ❧❡✉r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧♦rs g ◦ f ❡st n
❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳

Proposition 186

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✺



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

❙♦✐❡♥t λ ✉♥ ré❡❧✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t I
f,g
✲ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

• ❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r I ❛❧♦rs f+ g✱ f× g✱ λf s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡
C∞ s✉r I✳

• ❙✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r I ❡t ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ n ❢♦✐s s✉r I ❛❧♦rs
1

f
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

n ❢♦✐s s✉r I✳

• ❙✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r I ❡t ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r I ❛❧♦rs
1

f
❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡

C∞ s✉r I✳

Proposition 187

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ ❧♥(x)
x

✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r R
∗
+ ♣✉✐s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s un ❡t vn ✭à ❡①♣❧✐❝✐t❡r✮ t❡❧s q✉❡ ✿

∀x ∈ R
∗
+, f

(n)(x) =
un + vn ❧♥ x

xn+1
.

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r R

∗
+ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Pn ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✧ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s un ❡t vnt❡❧s q✉❡ ✿∀ x ∈ R
∗
+, f

(n)(x) =
un + vn ❧♥(x)

xn+1
✧ .

❖♥ ♣♦s❡ u0 = 0 ❡t v0 = 1✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s x✱ ♦♥ ❛ ✿

u0 + v0 ❧♥(x)
x0+1

=
❧♥(x)
x

= f(0)(x).

P0 ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ Pn ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s

un ❡t vn t❡❧s q✉❡ f(n) : x 7→ un + vn ❧♥(x)
xn+1

✳ f(n) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R∗
+ ♣✉✐sq✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞

s✉r R∗
+✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ x✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t f(n) ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

f(n+1)(x) =
vn
xn+1

x
− (n+ 1)xnun − (n+ 1)xnvn ❧♥(x)

x2n+2

=
(vn − (n+ 1)un) − (n+ 1)vn ❧♥(x)

x(n+1)+1

=
un+1 + vn+1 ❧♥(x)

x(n+1)+1

❡♥ ♣♦s❛♥t un+1 = vn − (n+ 1)un ❡t vn+1 = −(n+ 1)vn✳ Pn+1 ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡✳ P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿

∀n ∈ N, ∃(un, vn) ∈ R
2/ f(n) : x 7→ un + vn ❧♥(x)

xn+1

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✻



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❛✈❡❝ u0 = 0✱ v0 = 1 ❡t vn+1 = −(n+ 1)vn ❡t un+1 = vn − (n+ 1)un ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

vn+1

(n+ 1)✦
= −

−(n+ 1)vn

(n+ 1)✦

= −
vn

n✦
(vn

n✦

)

n∈N

❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥ −1 ❡t ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ (vn)n∈N
❡st ((−1)n × n✦)n∈N

✳ ❖♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s (un)n∈N✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡✱
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

un+1 = vn − (n+ 1)un

= (−1)nn✦− (n+ 1)un.

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ s✉✐t❡ (Wn)n∈N =
(un

n✦
(−1)n

)

n∈N

✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Wn+1 −Wn =
un+1

(n+ 1)✦
(−1)n+1 −

un

n✦
(−1)n

=
(−1)nn✦− (n+ 1)un

(n+ 1)✦
(−1)n+1 +

(n+ 1)un

(n+ 1)✦
(−1)n+1

= −
1

n+ 1

❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r té❧❡s❝♦♣❛❣❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

Wn =

(

n∑

k=1

(Wk −Wk−1)

)

+W0

=

n∑

k=1

(

−
1

k

)

+
u0

0✦
(−1)0

= −

n−1∑

k=0

1

k+ 1

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ (un)n∈N ❡st

((

n−1∑

k=0

−n✦
k+ 1

)

(−1)n

)

n∈N

✳

✸✳✹✳✺ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❘♦❧❧❡ ❡t ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✳

❊①tr❡♠✉♠ ❡t ❞ér✐✈é

❙♦✐t f : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡✳
❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ I ❡t s✐ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ b ❛❧♦rs
f ′(b) = 0✳

Proposition 188

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✼



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ f3 : x 7→ x3 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R✱ ♦♥ ❛ f ′3(0) = 0 ♠❛✐s f3 ♥❡ ♣♦ssè❞❡
♣❛s ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ 0✳

✷✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ I ✧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t h :{
[1, 4] → R

x 7→ x3
❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥ 1 ❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ 4 ♠❛✐s h ′(1) 6= 0 ❡t h ′(4) 6= 0✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡
❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b✱ s♦✐t f : [a, b] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r [a, b]✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f(a) = f(b) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c ❞❛♥s ]a, b[ t❡❧ q✉❡ f ′(c) = 0.

Théorème 189

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ 0 < a < b✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ [a, b] ❞❛♥s R t❡❧❧❡ q✉❡ f s♦✐t
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ f(a) = f(b) = 0✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ c ∈]a, b[
t❡❧ q✉❡ f ′(c) =

f(c)

c
✳
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Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ q✉✐ tr❛î♥❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ❖♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ à f ❝❛r ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞❡ f ′(d) = 0

♠❛✐s ❞✉ f ′(c) =
f(c)

c
✳ ❈♦♠♠❡ c ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t à ✿

cf ′(c) − f(c)

c2
= 0

❡t ❧à✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t ✦ P♦s♦♥s φ : x 7→ f(x)

x
✳ ❖♥ ❛ [a, b] ⊂ R

∗
+ ❞♦♥❝✱ ♣❛r

q✉♦t✐❡♥t✱ φ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b] ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[✳ ❖r φ(a) = 0 ❡t φ(b) = 0 ♣✉✐sq✉❡

φ(a) =
f(a)

a
❡t φ(b) =

f(b)

b
✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ φ(a) = φ(b)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

é❧é♠❡♥t c ❞❡ ]a, b[ t❡❧ q✉❡ ✿
φ ′(c) = 0

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
cf ′(c) − f(c)

c2
= 0 ❡t ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ f ′(c) =

f(c)

c
✳ ❊t ✈♦✐❧à ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✦

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ très ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

✶✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐ s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ]a, b]✳

✷✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐ s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b] ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[\ {α } ❛✈❡❝ α ∈]a, b[✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s

❖♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❢✐♥✐s
❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b✱ s♦✐t f : [a, b] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c ❞❛♥s ]a, b[ t❡❧ q✉❡ ✿

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b− a
.

Théorème 190

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t C t❡❧ q✉❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ C à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f s♦✐t ♣❛r❛❧❧è❧❡ à (AB)

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✹✾



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s ✿

■♥é❣❛❧✐tés ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❢✐♥✐s✳ ✭❍♦rs✲♣r♦❣r❛♠♠❡✮
❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b✱ s♦✐t f : [a, b] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [a, b]✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[ ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ M t❡❧
q✉❡ ∀x ∈]a, b[, |f ′(x)| 6M ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

|f(b) − f(a)| 6M |b− a| .

Proposition 191

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❇❈P❙❚✶✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s❛✈♦✐r ❧❛
❞é♠♦♥tr❡r s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❧✬✉t✐❧✐s❡r✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

1

2
√
n+ 1

6
√
n+ 1−

√
n 6

1

2
√
n
.

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞✉ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✳ ❖♥
✈❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

f : x 7→
√
x.

f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R∗
+ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s x✱ ♦♥ ❛ ✿ f ′(x) =

1

2
√
x
✳ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡

s✉r [n❀n+ 1] ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]n❀n+ 1[ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✵
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cn ∈]n❀n+ 1[ t❡❧ q✉❡ ✿

f ′(cn) =
f(n+ 1) − f(n)

n+ 1− n

=
√
n+ 1−

√
n

.

f ′ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t n < cn < n+ 1 ❞♦♥♥❡♥t ✿ f ′(n+ 1) 6 f ′(cn) 6 f
′(n) ❞✬♦ù ✿

1

2
√
n+ 1

6
√
n+ 1−

√
n 6

1

2
√
n
.

✸✳✹✳✻ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t s✐❣♥❡ ❞❡ s❛ ❞ér✐✈é❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ J ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t c ❡t d ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ J✮ ❛✈❡❝ (c, d) ∈
(

R
)2
✳ ❖♥ ♥♦t❡

◦
J ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]c, d[✳

❙♦✐t f : J→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
◦
J✳ ❖♥ ❛ ✿

• f ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r J s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ x ∈
◦
J, f ′(x) = 0✳

• f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ x ∈
◦
J, f ′(x) > 0✳

• f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ x ∈
◦
J, f ′(x) 6 0✳

Proposition 192

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

• ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♠❡♥é à rés♦✉❞r❡ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ f ′(x) > 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ✭♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥

f ′(x) 6 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ✱ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r

❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f ′(x) = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ∈
◦
J ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ✦

• ❙✐ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡t s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❡♥s❡r
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à f(2) ❞♦♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f ′ ❡t ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡
❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′✳

• ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ J ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛

❞ér✐✈é❡ ❞❡ f : x 7→ 1

x
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ♠❛✐s f ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❆✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱

❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g s✉✐✈❛♥t❡ ✿ g : x 7→ ❛r❝t❛♥(x) + ❛r❝t❛♥

(

1

x

)

❡st ♥✉❧❧❡ ♠❛✐s g ♥✬❡st

♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥st❛♥t❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✶



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

➱t✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f : x 7→ x2 × ❛r❝t❛♥

(

1

x

)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ✭à ❢❛✐r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✮✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❧✬ét✉❞✐❡r s✉r R

∗
+✳ ❙✉r R

∗
+✱ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ♣❛r

♣r♦❞✉✐t ❡t ❝♦♠♣♦sé❡✳ ❖♥ ❛ ✿

f ′ : x 7→ 2x ❛r❝t❛♥

(

1

x

)

+
−x2

1+ x2
.

❆✉t❛♥t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t à ♦❜t❡♥✐r✱ ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s f ′′ ✿

f ′′ : x 7→ 2 ❛r❝t❛♥

(

1

x

)

+
−2x

1+ x2
+

−2x(1+ x2) + 2x3

(1+ x2)2
.

◗✉❡❧❧❡ ❤♦rr❡✉r ✦ ✦ ✦ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ f ′′ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f ′✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛❝t♦r✐s❡r
❞✬❛❜♦r❞ ✿

∀x ∈ R
∗, f ′(x) = x×

(

2× ❛r❝t❛♥

(

1

x

)

−
x

1+ x2

)

.

❖♥ ♣♦s❡ h : x 7→ f ′(x)

x
✱ h ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t s✉r R∗

+ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ x✱
♦♥ ❛ ✿

h ′(x) = −
2

x2 + 1
+

−(1+ x2) + 2x2

(1+ x2)2

=
−3− x2

(1+ x2)2
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h ′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ h ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R∗
+✳

P❛r s♦♠♠❡✱ ♦♥ ❛ ❧✐♠
x→+∞

(h(x)) = 0 ❝❛r ✿

• ❖♥ ❛
x

1+ x2
∼

+∞

1

x
✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ ❧✐♠

x→+∞

(

x

1+ x2

)

= 0✳

• P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧✐♠
x→+∞

(

❛r❝t❛♥

(

1

x

))

= 0✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r R
∗
+ ❡t✱ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t✱ f ′ ❛✉ss✐ s✉r R

∗
+✳ f ❡st ❞♦♥❝

str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R∗
+ ✭❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R∗

− ♣❛r ✐♠♣❛r✐té✮✳

❙♦✐t f : J→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
◦
J✳ ❖♥ ❛ ✿

• f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J s✐ ∀ x ∈
◦
J, f ′(x) > 0✳

• f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J s✐ ∀ x ∈
◦
J, f ′(x) < 0✳

Proposition 193

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ str✐❝t❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ x3 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♠❛✐s s❛
❞ér✐✈é❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ 0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✷



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❙♦✐t f : J→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
◦
J✳ ❖♥ ❛ ✿

• ❙✐ f ′ > 0 s❛✉❢ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦rs f ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J✳

• ❙✐ f ′ < 0 s❛✉❢ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦rs f ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r J✳

Proposition 194

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✸



Partie 3: ➱t✉❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✹



P❛rt✐❡ ✹

❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ a s❡r❛ ✉♥ ré❡❧✱ V ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳

✹✳✶ ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

❘❡❧✐r❡ ❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❛✈❛♥t ❞❡ r❡❧✐r❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t
êtr❡ très ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✦

✹✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳
❙♦✐t a ∈ R✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t q✉❡ g ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡
♣❛s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ a ♦✉✱ s✐ ❥❛♠❛✐s ♦♥ ❛ g(a) = 0 ❛❧♦rs f(a) = 0 ❡t g
♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r V\ {a }✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à g ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ f ∼

a
g

❧♦rsq✉❡ ❧✐♠
x→a

(

f(x)

g(x)

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳

Définition 195

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ −x2 + 3x4 + 7x5✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳ f(x) ∼
+∞

7x5 ✷✳ f(x) ∼
−∞

7x5 ✸✳ f(x) ∼
0
−x2 ✹✳ f(x) ∼

2
268

❝❛r ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

✶✳ ❧✐♠
x→∞

(

−x2 + 3x4 + 7x5

7x5

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1 ✭P♦✉r ❧❡✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♦♥ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r

7x5 ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮✳

✶✺✺



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

✷✳ ❧✐♠
x→0

(

−x2 + 3x4 + 7x5

−x2

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1 ✭P♦✉r ❧❡✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡

❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥✮✳

✸✳ ❧✐♠
x→2

(

−x2 + 3x4 + 7x5

268

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1 ✭❋❛❝✐❧❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✮✳

❙♦✐❡♥t a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t λ ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ s✉♣✲
♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣❛s✳

• ❙✐ f ∼
a
g ❡t h ∼

a
k✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳ g ∼
a
f

✷✳ fn ∼
a
gn

✸✳ λf ∼
a
λg

✹✳ |f| ∼
a
|g|

✺✳ f× h ∼
a
g× k

✻✳
f

h
∼
a

g

k

• ❙✐ f ∼
a
g ❡t g ∼

a
h✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿ f ∼

a
h✳

• ❙✐ f ∼
a
g ❡t f ❡t g s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❛❧♦rs ✿

(f)λ ∼
a
(g)λ✳

Proposition 196

▼ét❤♦❞❡✿

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠❛r❝❤❡♥t
❞♦♥❝ très ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ✈♦✉s ❛✈❡③
❞✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ♦✉ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡③ ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s ♣❡t✐ts ❜❧♦❝s
♣✉✐s ❢❛✐t❡s ✈♦s ♣r♦❞✉✐ts✱ q✉♦t✐❡♥ts✱ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯♥ é❧è✈❡ ❞❡ ❇❈P❙❚ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♥✐ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♥✐
s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥✐ s✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

• x4 + 5x ∼
0
5x ❡t x3 − 5x ∼

0
−5x+ x2 ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✿ x4 + 5x+ x3 − 5x ∼

0
x2

• x2 + x ∼
+∞

x2 ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✿ ex
2+x ∼

+∞
ex

2

✳

• 1− 1

x2
∼

+∞
1−

1

x
♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✿ ❧♥

(

1−
1

x2

)

∼
+∞

❧♥

(

1−
1

x

)

✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✻



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

➱q✉✐✈❛❧❡♥t ❡t s♦♠♠❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s très ❜✐❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✦

❙♦✐❡♥t a ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✱ f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✐♠
x→a

(

g(x)

f(x)

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

f+ g ∼
b
f.

Proposition 197

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❉❡s ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿ ❡①♣ (x) + x ∼
+∞

❡①♣(x)✳

• ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ à s♦♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré✳
• ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ③ér♦ à s♦♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❜❛s ❞❡❣ré✳

Proposition 198

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ❆ ✈♦✉s ❞❡ ré✢é❝❤✐r ✦ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s très ❜✐❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈♦✐❝✐ ✿

❙♦✐t (a, b) ∈
(

R
)2
✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡

♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ D ❞❡ R✳
❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t s✐
h✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Dh ❞❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ h (Dh) ⊂ D ❡t b ∈ Dh✱
✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✐♠

x−→b
(h(x)) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t a✱ ❛❧♦rs ✿

f ◦ h ∼
b
g ◦ h.

Proposition 199

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✺✼



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ s✐♥(x) ∼
0
x✳ ❖r ❧✐♠

x→+∞

(

1

x

)

= 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿ s✐♥

(

1

x

)

∼
+∞

1

x
✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❙♦✐t a ∈ R✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❙✐
❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡①✐st❡✱ ❡st ✜♥✐❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs ✿

f(x) ∼
a
❧✐♠
x→a

(f(x)).

Proposition 200

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✐♠
x→a

(f(x)) ❡①✐st❡✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ✭♦✉ ❢❛❝✐❧❡

à ❝❛❧❝✉❧❡r✮ ❡t ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ♥♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r f ❡♥ a
❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❛ ❧✐♠✐t❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ 2x4 − 8x3 + 6x2✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ +∞✱ −∞✱ 0✱ 2 ❡t 3 ❞❡ f✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ❛ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ 0 ❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐
❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

f(x) ∼
+∞

2x4, f(x) ∼
−∞

2x4 ❡t f(x) ∼
0
6x2.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 2 ❡t f(2) = −8✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
f(x) ∼

2
−8✳ ❖♥ ❛ f(3) = 0 ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❛s é❝r✐r❡ f(x) ∼

3
0✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✿ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x) = 2x2 × (x− 1)× (x− 3) ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ f(x) ∼
3
36(x− 3)✳

❙♦✐t α ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ s✐♥(x) ∼
0
x

✷✳ t❛♥(x) ∼
0
x

✸✳ ❧♥(1+ x) ∼
0
x

✹✳ 1− ❝♦s(x) ∼
0

x2

2

✺✳ ❡①♣ (x) − 1 ∼
0
x

✻✳ (1+ x)α − 1 ∼
0
αx

Proposition 201

❈❡ s♦♥t ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✉s✉❡❧s✱ ✐❧s s♦♥t à ❝♦♥♥❛îtr❡ s✉r ❧❡ ❜♦✉t ❞❡s ❞♦✐❣ts✳
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

♣✮ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✵✷ ✿
❙♦✐t α ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ R ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❙✐
❧✐♠
x→a

(f(x)) = 0 ❛❧♦rs ✿

✶✳ s✐♥(f(x)) ∼
a
f(x)

✷✳ t❛♥(f(x)) ∼
a
f(x)

✸✳ ❧♥(1+ f(x)) ∼
a
f(x)

✹✳ 1− ❝♦s(f(x)) ∼
a

f(x)2

2

✺✳ ❡①♣ (f(x)) − 1 ∼
a
f(x)

✻✳ (1+ f(x))α − 1 ∼
a
αx

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❚r♦✉✈❡③ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0 ❞❡ x 7→ (x3 + x2)(❡①♣(x) + ❡①♣(−x))3

(
√
1+ x− 1)(❡①♣(x) − 1)5

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✱ ♦♥ ❛ ✿

(x3 + x2)(❡①♣(x) + ❡①♣(−x))3

(
√
1+ x− 1)(❡①♣(x) − 1)5

∼
0

x2 × (❡①♣(0) + ❡①♣(−0))3
x

2
× x5

∼
0

16

x4
.

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ✿

❙♦✐❡♥t α ❡t β ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳ (❧♥(x))α = ♦
+∞

(

xβ
)

✷✳ (❧♥(x))α = ♦
0

(

x−β
)

✸✳ xα = ♦
+∞

(

eβx
)

Proposition 203

✹✳✶✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

❙♦✐t (a, L) ∈
(

R
)2
✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡

♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡t
q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

• ❙✐ ❧✐♠
x→a

f(x) = L ❛❧♦rs ❧✐♠
x→a

g(x) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t L✳

• ❙✐ f ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r g✳
• ❙✐ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r g✳
• ❙✐ f ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r g✳

Proposition 204
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ L ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ s✐ L ❡st ✐♥✜♥✐ ♦✉ ♥✉❧✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡

❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r x 7→ 1

x
❡t x 7→ 1

x2
✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❙✐ f ❡t g s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❛✐❡♥t ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✦ x 7→ x ❡t x 7→ x + 2 s✐♥(x) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ +∞ ♠❛✐s s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✐♠
x→0

(

❧♥(❝♦s(2x))
❧♥(❝♦s(x))

)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆❤ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❝✬❡st t❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ❛ ✿

❧♥(❝♦s(x)) ∼
0
❧♥(1+ (❝♦s(x) − 1))

∼
0
❝♦s(x) − 1 ❝❛r ❧✐♠

x→0
(❝♦s(x) − 1) = 0

∼
0
−
x2

2

❈♦♠♠❡ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✿

❧♥(❝♦s(2x))
❧♥(❝♦s(x))

∼
0

−
(2x)2

2

−
x2

2
∼
0
4

▲❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✈❛✉t ❞♦♥❝ 4✳
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✹✳✷ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜✐❧✐té

✹✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♥❞❛✉

❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b ❛✈❡❝ b ∈ R✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t g ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b ✭♦✉ q✉❡ g ❡st ♣ré♣♦♥❞é✲
r❛♥t❡ ❞❡✈❛♥t f ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b✮ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ f = ♦

b
(g) ✭♦✉ f(x) = ♦

b
(g(x)) ♦✉

f(x) = ♦
x−→b

(g(x))✮ ❧♦rsq✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b✱ ♥♦té W✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

ϕ ❞é✜♥✐❡ s✉r W t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀x ∈ W, f(x) = ϕ(x)g(x) ❡t ❧✐♠
x−→b

(ϕ(x)) = 0.

Définition 205

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
• ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ b ∈ R s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ b ❡st ✉♥ ré❡❧ ♦✉ ❜✐❡♥ +∞ ♦✉ ❜✐❡♥ −∞✳
• P♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♥✬❤és✐t❡③ ♣❛s à r❡❧✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 11 ✐♥t✐t✉❧é ✧▲✐♠✐t❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té✧✳
• ❙✐ g ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ W ❞❡ b ✭♦✉ s✐ g(b) = 0 ❡t f(b) = 0 ❡t q✉❡ g ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡

♣❛s s✉r W\ {b } ✮ ❛❧♦rs ✿

f = ♦
b
(g) ⇐⇒ ❧✐♠

x→b

(

f(x)

g(x)

)

= 0.

• ❙✐ f = ♦
b
(g) ❡t h = ♦

b
(g)✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t f = h✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♥(x) = ♦

+∞
(❡①♣(x))

❡t x = ♦
+∞

(❡①♣(x)) ✭♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s✮ ❡t ❧♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✐❞❡♥t✐té ✦

✹✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ p✱ ♦♥ ❛ ✿
✶✳ xn+p = ♦

0
(xn) ❡t xn = ♦

∞
(xn+p)✳

✷✳

(

1

x

)n+p

= ♦
∞

((

1

x

)n)

❡t

(

1

x

)n

= ♦
0

((

1

x

)n+p)

✳

Proposition 206

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

∞ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ❡♥ +∞ ❡t ❡♥ −∞✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻✶



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜✐❧✐té

✹✳✷✳✸ ◆é❣❧✐❣❡❛❜✐❧✐té ❡t ❖♣ér❛t✐♦♥s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b ✭❛✈❡❝ b ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✮✱ q✉❡ λ ❡st
✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t λ1, λ2 s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ f = ♦
b
(g) ❡t g = ♦

b
(h) ⇒ f = ♦

b
(h)✳

✷✳ f = ♦
b
(k) ❡t g = ♦

b
(h) ⇒ f× g = ♦

b
(h× k)✳

✸✳ ❙✐ f = ♦
b
(g) ❛❧♦rs fn = ♦

b
(gn)✳

✹✳ ❙✐ f = ♦
b
(g) ❛❧♦rs λ1f = ♦

b
(g)✳

✺✳ ❙✐ f = ♦
b
(g) ❛❧♦rs f = ♦

b
(λg)✳

✻✳ ❙✐ f1 = ♦
b
(g) ❡t f2 = ♦

b
(g) ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿ λ1f1 + λ2f2 = ♦

b
(g)✳

Proposition 207

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳
❙✐ f1 = ♦

a
(g1) ❡t f2 = ♦

a
(g2) ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t f1 + f2 = ♦

a
(g1 + g2)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

x = ♦
+∞

(

x2 + 1
)

❡t 2x = ♦
+∞

(

−x2
)

✳ P♦✉rt❛♥t✱ 3x 6= ♦
+∞

(1)✳

❙♦✐t (b, c) ∈
(

R
)2
✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ b ❡t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ c ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ◦
h ❡t g ◦ h s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳
❙✐ ❧✐♠

x−→c
(h(x)) = b ❡t f = ♦

b
(g)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs f ◦ h = ♦

c
(g ◦ h)

Proposition 208

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ s❡ s❡rt ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ f(x) = ♦
0

(

x5
)

❛❧♦rs ✿

✶✳ f(x− 1) = ♦
1

(

(x− 1)5
)

✷✳ f(x3) = ♦
0

(

x15
)

✸✳ f

(

1

x

)

= ♦
∞

(

(

1

x

)5
)

✹✳ f

(

❧♥(x)
x

)

= ♦
+∞

(

(

❧♥(x)
x

)5
)

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✐♠
x−→1

(x− 1) = 0✱ ❧✐♠
x−→0

(x3) = 0✱ ❧✐♠
x−→∞

(

1

x

)

= 0 ❡t ❧✐♠
x−→+∞

(

❧♥(x)
x

)

= 0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻✷



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✷✳✹ ◆é❣❧✐❣❡❛❜✐❧✐té ❡t ➱q✉✐✈❛❧❡♥ts

❙♦✐❡♥t m ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ b ∈ R✱ f1, · · · , fm m ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b✳ ❙✐ f2 = ♦

b
(f1) , · · · , fm = ♦

b
(f1)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

f1 + f2 + · · ·+ fm−1 + fm ∼
b
f1.

Proposition 209

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞
♦♥ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡r❛✮ ✿

❙♦✐❡♥t b ∈ R✱ f, g, h 3 ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b✳
❙✐ f = ♦

b
(g) ❡t g ∼

b
h✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs f = ♦

b
(h)✳

Proposition 210

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❙✐ f(x) = ♦
0

(

(1− ❝♦s(x))3 s✐♥(x) + x9
)

✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

f(x) = ♦
0

(

x7
)

✳

❊♥ ❡✛❡t✱ 1− ❝♦s(x) ∼
0

x2

2
❡t s✐♥(x) ∼

0
x ❞♦♥❝ (1− ❝♦s(x))3 s✐♥(x) ∼

0

x7

8
✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ x9 = ♦
0

(

x7
)

❞♦♥❝ x9 = ♦
0

(

(1− ❝♦s(x))3 s✐♥(x)
)

❡t ❞♦♥❝ ✿

(1− ❝♦s(x))3 s✐♥(x) + x9 ∼
0
(1− ❝♦s(x))3 s✐♥(x)

∼
0

x7

8

✹✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

✹✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ R[X] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❡t Rn[X] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à n✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻✸



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

❙♦✐t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❛✉ ♣♦✐♥t a s✬✐❧ ❡①✐st❡
P∈ Rn[X] t❡❧ q✉❡ ✿

(f(x) − P(x− a)) = ♦
a
((x− a)

n
) .

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ f(x) = P(x− a) + ♦
a
((x− a)

n
)✳

Définition 211

❙♦✐t f : W → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ W ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❛✉ ♣♦✐♥t 0 s✬✐❧ ❡①✐st❡
P∈ Rn[X] t❡❧ q✉❡ ✿ f(x) = P(x) + ♦

0
((x)

n
)✳

Définition 212

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

■ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ f(x) = P(x) + ♦
0
((x)

n
) s✐❣✐♥✐✜❡ q✉❡ ✿

❧✐♠
x→0

(

f(x) − P(x)

xn

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0.

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

x 7→ 1

1− x
❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ n ❡♥ 0✳

❊♥ ❡✛❡t✱
1

1− x
= 1+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + ♦

0
(xn)✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡

❧✐♠
x→0







1

1− x
− (1+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn)

xn






❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0 ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♥t ❝❛r ❧✐♠

x→0

(

x

1− x

)

= 0

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ ] − 1, 1[✱ ♦♥ ❛ ✿

1

1− x
− (1+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn) = 1

1− x
−
1− xn+1

1− x

= xn × x

1− x

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻✹



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✸✳✷ ❯♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

❙♦✐t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❛✉ ♣♦✐♥t a ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P t❡❧ q✉❡ ✿

P∈ Rn[X] ❡t ∀ x∈ V, f(x) = P(x− a) + ♦
a
((x− a)

n
) .

• P ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❛✉
♣♦✐♥t a ❞❡ f✳

Proposition 213

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❡♥ ③ér♦ ✿

❙♦✐t f : W → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ W ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❡♥ ③ér♦✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
P ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❡♥ ③ér♦✳

• ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❛❧♦rs P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛✐r✳
• ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ❛❧♦rs P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐♠♣❛✐r✳

Proposition 214

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s♦✉✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ têt❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
♣❛✐rs ❡t ✐♠♣❛✐rs✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s q✉✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ♣❛✐r ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P :

{
R ✲ R

x ✲ a0 + a2X
2 + a4X

4 + · · ·+ a2mX
2m

❛✈❡❝ m ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t (a0, a2, . . . , a2m)∈ K
m+1✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛✐r ❡st

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛✐r✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐♠♣❛✐r ❡st ❧✉✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡
❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✐♠♣❛✐r ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P :

{
R ✲ R

x ✲ a1X+ a3X
3 + a5X

5 + · · ·+ a2m+1X
2m+1

❛✈❡❝ m ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t (a1, a3, . . . , a2m+1)∈ K
m+1

• ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ f :

{
R → R

x 7→ 1+ x3
✳ f ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡

ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡st 1 ♣✉✐sq✉❡ ❧✐♠
x→0

(

f(x) − 1

x2

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0 ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ f(x) − 1 = x3✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ f ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛✐r ❛❧♦rs q✉❡ f ♥✬❡st
♥✐ ♣❛✐r✱ ♥✐ ✐♠♣❛✐r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✻✺



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❝♦s ❡st ♣❛✐r❡✱ s✐♥ ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❡t ♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❡♥ ❛✉tr❡s q✉❡ ✿

❝♦s(x) = 1−
x2

2✦
+
x4

4✦
+ ♦

0

(

x4
)

❡t s✐♥(x) =
x1

1✦
−
x3

3✦
+
x5

5✦
+ ♦

0

(

x5
)

.

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳

✹✳✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s
❧❡ ❞♦♥♥❡r✱ ❧❡ ✈♦✐❝✐✳✳✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣
❙♦✐t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn s✉r V✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

f(x) =

(

n∑

k=0

f(k)(a)

k✦
(x− a)k

)

+ ♦
a
((x− a)

n
)

= f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ f(n)(a)

n✦
(x− a)n + ♦

a
((x− a)

n
)

.

Théorème 215

❖♥ s❡ s❡rt ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ③ér♦ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣
❙♦✐❡♥t D ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st
❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn s✉r D✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

f(x) =

(

n∑

k=0

f(k)(0)

k✦
xk

)

+ ♦
0
(xn)

= f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f(n)(0)

n✦
xn + ♦

0
(xn)

.

Théorème 216

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té s❛♥s q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

f : x 7→






x3 s✐♥

(

1

x2

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0

f ♥✬❡st ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ♠❛✐s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡

2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ❝❛r ❧✐♠
x→0

(

x2 s✐♥

(

1

x2

))

❡st ♥✉❧❧❡ ❝❛r ❧✐♠
x→0

(

x2
)

= 0 ❡t x 7→ s✐♥

(

1

x2

)

❡st ❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

f(x) − f(0)

x− 0

)

= 0 ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

❡♥ 0 ❡t f ′(0) = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

f ′ : x 7→






3x2 s✐♥

(

1

x2

)

− 2 ❝♦s

(

1

x2

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0

f ′ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0 ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠
x→0

(

3x2 s✐♥

(

1

x2

))

= 0 ❛❧♦rs✱ s✐ f ′ ❛❞♠❡tt❛✐t

✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0✱ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ x 7→ ❝♦s

(

1

x2

)

❛❞♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0 ❡t ❞♦♥❝ ❝♦s ❡♥ +∞

✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ✦✮✳ ❈♦♠♠❡ f ′ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0✱ f ′ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ f ♥✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ P♦✉rt❛♥t✱ f ♣♦ssè❞❡

✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❝❛r ❞✐r❡ q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

f(x)

x2

)

= 0 ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐

❝❛r ❧✐♠
x→0

(

x s✐♥

(

1

x2

))

❡st ♥✉❧❧❡✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✿ f(x) = ♦
0

(

x2
)

✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉♦♥♥❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 3 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡ t❛♥✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ❞❡

]

−
π

4
,
π

4

[

✭❝❡❧❛ s✉✣t ❝♦♠♠❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬❡♥ ♠❡ttr❡ ♣❧✉s✮✱ ♦♥ ❛ ✿

t❛♥ ′(x) = 1+ t❛♥2(x)

t❛♥ ′′(x) = 2 t❛♥(x)× (1+ t❛♥2(x))

t❛♥(3)(x) = 2(1+ t❛♥2(x))2 + 4 t❛♥2(x)× (1+ t❛♥2(x))

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿ t❛♥(0) = 0✱ t❛♥ ′(0) = 1✱ t❛♥ ′′(0) = 0 ❡t t❛♥(3)(0) = 2✳ t❛♥ ét❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡

C∞ s✉r
]

−
π

4
,
π

4

[

✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t❛♥ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3 s✉r
]

−
π

4
,
π

4

[

✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣✱

♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

t❛♥(x) =
0
t❛♥(0) + t❛♥ ′(0)x+

t❛♥(2)(0)

2✦
x2 +

t❛♥(3)(0)

3✦
x3 + ♦

(

x3
)

=
0
x+

x3

3
+ ♦

(

x3
)
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❡♥ ③ér♦ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
✉s✉❡❧❧❡s✳ ■❧s s♦♥t à ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r ❝÷✉r✳

❡①♣(x) = 1+
x1

1✦
+
x2

2✦
+ · · ·+ xn

n✦
+ ♦

0
(xn) .

❝♦s(x) = 1−
x2

2✦
+
x4

4✦
· · ·+ (−1)n

x2n

(2n)✦
+ ♦

0

(

x2n+1
)

.

s✐♥(x) =
x1

1✦
−
x3

3✦
+
x5

5✦
· · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)✦
+ ♦

0

(

x2n+2
)

.

(1+ x)
α

= P(x) + ♦
0
(xn) ❛✈❡❝ α ré❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t P ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

P : x 7→ 1+ α
x1

1✦
+
α (α− 1)

2✦
x2 + · · ·+ α (α− 1) · · · (α− n+ 1)

n✦
xn

√
1+ x = Q(x) + ♦

0
(xn) ❛✈❡❝ α ré❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t Q ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Q : x 7→ 1+
x

2
−
x2

8
+ · · ·+ (−1)n−11× 3× · · · × (2n− 3)

2nn✦
xn

1

1+ x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + ♦

0
(xn) .

1

1− x
= 1+ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + ♦

0
(xn) .

Proposition 217

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té s✐♠♣❧❡ à r❡t❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ r❛♣✲
♣❡❧❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✿
P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❡t t♦✉t ré❡❧ α✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

(

α

k

)

=
α (α− 1) · · · (α− k+ 1)

k✦
.

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✬❡st

(

α

k

)

q✉❛♥❞ k ❡t α s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs

♥❛t✉r❡❧s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿ (1+ x)α =

(

n∑

k=0

(

α

k

)

xk

)

+ ♦
0
(xn)✳

• ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ ❝♦s ❡♥ 0 ❡st ♣❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ s✐♥ ❡♥ 0 ❡st ✐♠♣❛✐r❡✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ 2n + 1 ♣♦✉r ❧❡ ❝♦s ❡t 2n + 2 ❞✉ s✐♥✳ ❙✐ ✈♦✉s ✈♦✉❧❡③ ❝❡✉① à ❧✬♦r❞r❡ 2n ♣♦✉r ❧❡
❝♦s ❡t 2n+ 1 ♣♦✉r ❧❡ s✐♥✱ ❧❡s ✈♦✐❝✐ ✿

❝♦s(x) = 1−
x2

2✦
+
x4

4✦
· · ·+ (−1)n

x2n

(2n)✦
+ ♦

0

(

x2n
)

.

s✐♥(x) =
x1

1✦
−
x3

3✦
+
x5

5✦
· · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)✦
+ ♦

0

(

x2n+1
)

.
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✹ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✹✳✶ ❚r♦♥❝❛t✉r❡

❙♦✐❡♥t P ∈ R[X] ❡t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ P
(k)

❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ tr♦♥q✉é à ❧✬♦r❞r❡
k ❞❡ P✳ ❙✐ m ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ (a0, a1, . . . , am) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R

m+1 ❡t

P ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

{
R ✲ R

x ✲ a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ amx

m
✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

P
(k)

:

{
R ✲ R

x ✲ a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k

s✐ m > k ❡t P
(k)

= P s✐ m 6 k✳

Définition 218

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t P :

{
R ✲ R

x ✲ 1+ 4x2 − 5x3
✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ P
(0)

:

{
R ✲ R

x ✲ 1

✷✳ P
(2)

:

{
R ✲ R

x ✲ 1+ 4x2

✸✳ P
(3)

:

{
R ✲ R

x ✲ 1+ 4x2 − 5x3

✹✳ P
(5)

:

{
R ✲ R

x ✲ 1+ 4x2 − 5x3

❙♦✐❡♥t (m,p) ∈ N
2 t❡❧ q✉❡ m 6 p ❡t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❞✬♦r❞r❡ p
❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ P ❛❧♦rs f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a

❞✬♦r❞r❡ m ❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ P
(m)

✳

Proposition 219

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ f(x) = 1+ 5x− πx5 + 3x13 + ♦
0

(

x13
)

✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ f(x) = 1+ 5x− πx5 + ♦
0

(

x10
)

✷✳ f(x) = 1+ 5x− πx5 + ♦
0

(

x5
)

✸✳ f(x) = 1+ 5x+ ♦
0

(

x4
)

✹✳ f(x) = 1+ 5x+ ♦
0

(

x1
)

✺✳ f(x) = 1+ ♦
0
(1)
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✣r♠❡r q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
à 13 ❡t ♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉❡ s❡r❛✐t s❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ s✐ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡①✐st❛✐t ✦

✹✳✹✳✷ Pr♦❞✉✐t ❡t s♦♠♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés✱ ♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s ✿

❙♦✐❡♥t n ❡t p ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳ ❖♥ ❛ ✿
• ♦

0
(xn) + ♦

0
(xp) = ♦

0
(xp) s✐ p 6 n ❡t xn + ♦

0
(xp) = ♦

0
(xp) s✐ p < n✳

• ♦
0
(xn) ♦

0
(xp) = ♦

0
(xn+p) ❡t ♦

0
(xn) xp = ♦

0
(xn+p)✳

Proposition 220

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❞♦♥♥❡r f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r W ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
0✱ m ❡t p ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ λ ❡t µ ❞❡✉① ré❡❧s ❡t s✉♣♣♦ss❡r q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ m ❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ P✱ g ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ Q✳

❙✐ m 6 p ❛❧♦rs λf+µg ❡t f×g ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ m✳

• ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡

m ❞❡ λf+ µg ❡st λP + µQ
(m)

✳
• ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡

m ❞❡ f× g ❡st P ×Q(m)
✳

Proposition 221

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐❡♥t f : x 7→ 2 ❡①♣(x)+ ❝♦s(x)+5 ❡t g : x 7→ f(x)

1− x
✳ ❉♦♥♥❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 3 ❞❡ f ❡t ❞❡ g✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❉❡ ❡①♣(x) = 1+
x1

1✦
+
x2

2✦
+
x3

3✦
+ ♦

0

(

x3
)

❡t ❝♦s(x) = 1−
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

2 ❡①♣(x) + ❝♦s(x) + 5 = 2+ 2x+ x2 +
x3

3
+ 1−

x2

2
+ 5+ ♦

0

(

x3
)

= 8+ 2x+
x2

2
+
x3

3
+ ♦

0

(

x3
)
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

P❛r ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

g(x) =
(

1+ x+ x2 + x3 + ♦
0

(

x3
)

)

×
(

8+ 2x+
x2

2
+
x3

3
+ ♦

0

(

x3
)

)

=

(

8+ 2x+
x2

2
+
x3

3
+ ♦

0

(

x3
)

)

+

(

8x+ 2x2 +
x3

2

)

+
(

8x2 + 2x3
)

+ 8x3

= 8+ 10x+
21

2
x2 +

65

6
x3 + ♦

0

(

x3
)

.

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ▼ê♠❡ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ f ❡t ✉♥ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ g✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2n ❞❡ f×g ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ f ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ g✳ P♦✉r s❛✈♦✐r ❧✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ✧♣❧✉s
♣❡t✐t ♦✧ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

• ❈❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦♥t ✧❣❛❣♥❡r ❞❡s ♦r❞r❡s✧ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ P♦✉r s❛✈♦✐r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ ♦♥
❣❛❣♥❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐♥ ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r 1 ♦r❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❝❛r s✐♥(x) ∼

0
x1✱ 1 − ❝♦s ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r 2 ♦r❞r❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❝❛r 1 − ❝♦s(x) ∼
0

x2

2
✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ x 7→ 1

1− x
♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❣❛❣♥❡r ❞✬♦r❞r❡

❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❝❛r
1

1− x
∼
0
x0✳

✹✳✹✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✐♥✈❡rs❡

❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣é♥✐❜❧❡s✳ ❆ é✈✐t❡r s✐ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✭s✐ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té ♣♦✉r ❧❡✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❝♦♠♣♦s❡r ❞❡s ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❧✐♠✐tés✮✳

❙♦✐❡♥t I ❡t J ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ③ér♦✱ p
✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ f : I→ R ❡t g : J→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ ❧✐♠
x→0

(f(x)) = 0✳

✷✳ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡ ♣❛rt✐❡
ré❣✉❧✐èr❡ P✳

✸✳ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡ ♣❛rt✐❡
ré❣✉❧✐èr❡ Q✳

❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs g ◦ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t g ◦ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ Q ◦ P(p)✳

Proposition 222
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉♦♥♥❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ ❡①♣ ◦ ❝♦s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 3
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❉❡ ❝♦s(x) = 1−
x2

2✦
+♦

0

(

x3
)

✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿ ❡①♣ (❝♦s(x)) = e×❡①♣ (f(x)) ❛✈❡❝ f(x) = −
x2

2✦
+♦

0

(

x3
)

✳

❖♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

❡①♣(x) = 1+
x1

1✦
+
x2

2✦
+
x3

3✦
+ ♦

0

(

x3
)

❡t f(x) = −
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❝❛r✱ ♣❛r s♦♠♠❡✱ ♦♥ ❛ ❧✐♠
x−→0

(f(x)) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣ ◦f✱ ♦♥ ❛ ✿

g(x) = 1+

(

−
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

)

+

(

−
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

)2

2✦
+

(

−
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

)3

3✦
+ ♦

0

(

x6
)

= 1−
x2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ ❡①♣ (❝♦s(x)) = e−
ex2

2✦
+ ♦

0

(

x3
)

✳

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❝♦♥t✐❡♥t ③ér♦ ❡t g : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ g(0) 6= 0
✷✳ g ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n

❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs
1

g
❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n✳ P♦✉r ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❡r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦

❞✬♦r❞r❡ n ❞❡
1

1− x
✳

Proposition 223

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉♦♥♥❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 4 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ s✐♥(x)
❡①♣ (❝♦s(x))

♣✉✐s

❝❡❧✉✐ ❞✬♦r❞r❡ 3 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡ x 7→ ❧♥(1+ x)
1− ❝♦s(x)

❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧✉✐ ❞✬♦r❞r❡ 3 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡

x 7→ 1− ❝♦s(x)
❧♥(1+ x)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✶✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ✿ ❡①♣ (❝♦s(x)) =
0
e−

ex2

2✦
+ ♦

(

x3
)

✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

1

❡①♣ (❝♦s(x))
=
0

1

e
×









1

1−
x2

2✦
+ ♦ (x3)









=
0

1

e
×
(

1

1− f(x)

)

❛✈❡❝ f : x 7→ x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

✳ ◆♦t❡③ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦s❡r f : x 7→ x2

2✦
− ♦

(

x3
)

✱ ç❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐t

r✐❡♥ ❝❛r λ♦ (d(x)) = ♦ (d(x)) s✐ d ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t λ ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s ❞❡✉①

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

1

1− x
=
0
1+ x+ x2 + ♦

(

x2
)

❡t f(x) =
0

x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❝❛r ❧✐♠
x→0

(f(x)) = 0 ♣❛r s♦♠♠❡✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿

e

❡①♣ (❝♦s(x))
=
0
1+

(

x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

)

+

(

x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

)2

+ ♦
(

(f(x))
2
)

=
0
1+

x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

+ ♦
(

x4
)

=
0
1+

x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
1

❡①♣ (❝♦s(x))
=
0

1

e

(

1+
x2

2✦
+ ♦

(

x3
)

)

✳ P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❡ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡♥ ③ér♦ ❞❡ s✐♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❱♦✉s r❡♠❛rq✉❡r❡③ q✉✬♦♥ s✬❡st ❝♦♥t❡♥té ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ 3 ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❧✐♠✐té ❞❡ x 7→ 1

❡①♣ (❝♦s(x))
❝❛r s✐♥ ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡✳ P♦✉rs✉✐✈♦♥s ✿

s✐♥(x)
❡①♣ (❝♦s(x))

=
0

(

x−
x3

6
+ ♦

(

x4
)

)

×
(

1

e

(

1+
x2

2
+ ♦

(

x3
)

))

=
0

1

e
×
(

x+
x3

2
+ ♦

(

x4
)

−
x3

6

)

=
0

1

e
×
(

x+
x3

3
+ ♦

(

x4
)

)

✷✳ ❉é❥à✱ ❧♥(1+ x) ∼
0
x ❡t 1− ❝♦s(x) ∼

0

x2

2
❞♦♥❝ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

❧♥(1+ x)
1− ❝♦s(x)

∼
0

2

x
.
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ③ér♦ ❛❞♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡♥ ③ér♦ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ③ér♦✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s

❞❡ x 7→ 2

x
❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ x 7→ ❧♥(1+ x)

1− ❝♦s(x)
✳ ▲❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡ x 7→ ❧♥(1+ x)
1− ❝♦s(x)

♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s✳

✸✳ P♦✉r x 7→ 1− ❝♦s(x)
❧♥(1+ x)

✱ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥

✈❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✿
1− ❝♦s(x)
❧♥(1+ x)

=
0

1− ❝♦s(x)
x

× x

❧♥(1+ x)

❈❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡s ❜♦♥s ♦r❞r❡s ✿
• ❖♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ 4 ❞❡ x 7→ 1 − ❝♦s(x) à ❝❛✉s❡ ❞✉ x ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❛♥s
1− ❝♦s(x)

x
q✉✐ ✈❛ ❢❛✐r❡ ♣❡r❞r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛✉ 1− ❝♦s✳

• ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛❝t♦r✐s❡r ♣❛r x ❧❡ x 7→ ❧♥(1+ x) ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x 7→
1

1− u(x)
✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❡r❞r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛✉ x 7→ ❧♥(1+ x) ♠❛✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1− ❝♦s(x)

x
❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ✭❞✬❛♣rès ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮ ✿ ❯♥ ♦r❞r❡ 3 ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
x 7→ ❧♥(1+ x) s✉✣r❛ ❞♦♥❝ ✦

❖♥ ❛ ✿
x

❧♥(1+ x)
=
0

x

x−
x2

2
+
x3

3
+ ♦ (x3)

=
0

1

1− f(x)

❛✈❡❝ f : x 7→ x

2
−
x2

3
+ ♦

(

x2
)

✳ ❈♦♠♣♦s♦♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❞❡ f ❡t ❞❡ x 7→ 1

1− x
❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ✭♦♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ✦✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

x

❧♥(1+ x)
=
0
1+

x

2
−
x2

3
+ ♦

(

x2
)

+

(

x

2
−
x2

3
+ ♦

(

x2
)

)2

+ ♦
(

(f(x))
2
)

=
0
1+

x

2
−
x2

3
+
x2

4
+ ♦

(

x2
)

=
0
1+

x

2
−
x2

12
+ ♦

(

x2
)

.

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✈♦✐❝✐✱ ❧❛ ✈♦✐❧à✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✿

1− ❝♦s(x)
❧♥(1+ x)

=
0

1− ❝♦s(x)
x

× x

❧♥(1+ x)

=
0

(

x

2
−
x3

24
+ ♦

(

x3
)

)(

1+
x

2
−
x2

12
+ ♦

(

x2
)

)

=
0
1+

x

2
+
x2

4
−
x3

12
♦
(

x3
)

.

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡
1+ x+ ♦

0
(x)

1+ x+ ♦
0
(x)

♥✬❡st ♣❛s 1 ♠❛✐s✱ ❛♣rès

❝❛❧❝✉❧✱ 1+ ♦
0
(x)✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ à r❡st❡r r✐❣♦✉r❡✉① q✉❛♥❞ ✈♦✉s ❢❛✐t❡s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés✳

✹✳✹✳✹ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ③ér♦ ❡t g : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ g ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r I

✷✳ g′ ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ P s❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✳

❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs g ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦

❞✬♦r❞r❡ n+ 1 ❞❡ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ x 7→ g(0) +

∫x

0

P(t)dt✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛ ✿

g ′(x) =
(

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n
)

+ ♦
0
(xn) .

❛✈❡❝ (a0, a1, · · · , an) ∈ R
n+1 ❛❧♦rs ✿

g(x) =

(

g(0) + a0x+ a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1

)

+ ♦
0

(

xn+1
)

.

Proposition 224

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ g(0) ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✦

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡♥ 0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

1+ x
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ x 7→ ❧♥(1+x)✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r ❝÷✉r✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ✿

❧♥(1+ x) = x−
x2

2
+
x3

3
· · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ ♦

0
(xn) .

Proposition 225

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ✿
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ③ér♦ ❡t g : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ g ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r I

✷✳ g′ ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ P s❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✳

✸✳ g ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n+ 1✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ Q s❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿ Q = P′✳

Proposition 226

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ré❝✐♣r♦q✉❡s ❤❛s❛r❞❡✉s❡s ✦ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ③ér♦ t❡❧ q✉❡ h ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n+ 1 s❛♥s q✉❡ h′

♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

h : x 7→






1 s✐ x = 0

1+ x+ x2 + x3 s✐♥

(

1

x

)

s✐ x 6= 0 .

❈♦♠♠❡ ❧✐♠
x→0

(

x s✐♥

(

1

x

))

= 0 ❝❛r ❧✐♠
x→0

(x) = 0 ❡t s✐♥ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

h(x) = 1+ x+ x2 + ♦
0

(

x2
)

h ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❊♥ r❡✈❡♥❛♥t ❛✉① t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡
❛✐sé♠❡♥t q✉❡ h ′(0) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

h ′ : x 7→






1 s✐ x = 0

1+ 2x++3x2 s✐♥

(

1

x

)

+ x ❝♦s

(

1

x

)

s✐ x 6= 0 .

P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

h ′(x) − h ′(0)

x− 0
=

1+ 2x++3x2 s✐♥

(

1

x

)

+ x ❝♦s

(

1

x

)

− 1

x− 0

= 2+ 3x s✐♥

(

1

x

)

+ ❝♦s

(

1

x

)

❖r ❧✐♠
x→0

(

2+ 3x s✐♥

(

1

x

))

= 2 ❡t ❧✐♠
x→0

(

❝♦s

(

1

x

))

♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h ′

♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ h ′ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1✳ h ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦
❞✬♦r❞r❡ 2 s❛♥s q✉❡ h′ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 1✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 5 ❞❡ t❛♥ ❡♥ 0 s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥✐ ❝❡✉① ❞❡ ❝♦s ❡t ❞❡ s✐♥✱ ♥✐ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣ ✦
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P❛r ✐♠♣❛r✐té ❞❡ t❛♥✱ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❞✬♦r❞r❡ 5 ❡♥ 0 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

t❛♥(x) =
0
a1x+ a3x

3 + a5x
5 + ♦

(

x5
)

❛✈❡❝ a1, a3 ❡t a5 tr♦✐s ré❡❧s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡ ✿

1+ t❛♥2(x) =
0
1+ a2

1x
2 + 2a1a3x

4 + 2a1a5x
6 + ♦

(

x6
)

+ a2
3x

6

=
0
1+ a2

1x
2 + 2a1a3x

4 + ♦
(

x4
)

❊t ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭❡♥ s❡ s♦✉✈❡♥❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ t❛♥ ′ = 1+ t❛♥2✮✱ ♦♥ ❛ ✿

a1x+ a3x
3 + a5x

5 + ♦
(

x5
)

=
0
t❛♥(0) + x+

a2
1

3
x3 +

2a1a3

5
x5 + ♦

(

x5
)

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ♦♥ ❛ ✿ a1 = 1, a3 =
a2
1

3
❡t a5 =

2a1a3

5
✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ a1, a3 ❡t a5 ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 5 ❞❡ t❛♥ ❡st ✿

t❛♥(x) =
0
x+

1

3
x3 +

2

15
x5 + ♦

(

x5
)

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ 1+t❛♥2 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 7 ❡♥ 0 ❞❡ t❛♥✳ ❊♥ ré✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
t♦✉s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❞❡ t❛♥ ✭♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ❢❛st✐❞✐❡✉① ✦✮✳

✹✳✹✳✺ ❖❜t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❏✉sq✉❡ ❧à✱ ♦♥ ❛ ❥♦✉é ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r
❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✐❧❧❡✉rs✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✼✼



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❙♦✐t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❞❡ f✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g : x 7→ f(x+ a).

g ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✿

g(x) =
(

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n
)

+ ♦
0
(xn) .

❛✈❡❝ (a0, a1, · · · , an) ∈ R
n+1 ❛❧♦rs f ❛ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡

a ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❧❡ ✈♦✐❝✐ ✿

f(x) =
(

a0 + a1(x− a) + a2(x− a)
2 + · · ·+ an(x− a)

n
)

+ ♦
a
((x− a)n) .

Proposition 227

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ ❛ ✿ f(x) =
(

a0 + a1(x− a) + a2(x− a)
2 + · · ·+ an(x− a)

n
)

+ ♦
a
((x− a)n) ❡t ♣❛s ❝❡❝✐ ✿

f(x) =
(

a0 + a1(x− a) + a2(x− a)
2 + · · ·+ an(x− a)

n
)

+ ♦
0
((x− a)n) .

❆tt❡♥t✐♦♥ à ❝❡ ❞ét❛✐❧ ✿ ❧❡ ♣❡t✐t ✧♦✧ ❡st ♣r✐s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ♦♥ ❛✣r♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡
❡♥ a✱ ♣❧✉s ❡♥ 0✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡♥ a✱ ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ (x − a)n✱ ♦♥ ♥❡ ❞é✈❡❧♦♣❡ ♣❛s ✿
❈❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ ❞✬✐♥térêt✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥✐ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛✈❡❝ ❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣ ♥✐ ❧❡✈❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s
✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ✿

t❛♥(x) = 1+ 2
(

x−
π

4

)

+ 2
(

x−
π

4

)2

+ ♦
π
4

(

(

x−
π

4

)2
)

♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t q✉❡ t❛♥ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡♥
π

4
❡t ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞✉

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ q✉❡ ✿

t❛♥
(π

4

)

= 1, t❛♥ ′
(π

4

)

= 2 ❡t t❛♥ ′′
(π

4

)

= 4.

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✼✽



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ ❞✬♦r❞r❡ 5 ❞❡ x 7→ ❡①♣ (− ❝♦s(x)) ❡♥ 0✳
❖♥ ❛ ✿ − ❝♦s(0) = −1 ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡♥ −1 ❞❡ ❡①♣✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ tr♦✉✈❡r
❣râ❝❡ à ❚❛②❧♦r ❡t ❨♦✉♥❣✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣❧✉s ❛st✉❝✐❡✉①✱ ♣❧✉s ♠✐❡✉①✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥
❛ ✿

❡①♣ (− ❝♦s(x)) =
1

e
× ❡①♣ (− ❝♦s(x) + 1)

❊t ❧à✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✐♠
x→0

(− ❝♦s(x) + 1) = 0✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐✲

♠✐té ❡♥ 0 ❞❡ ❡①♣ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❜✐❡♥✳ ❖♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ ✿

❡①♣ (− ❝♦s(x) + 1) =
0
1+

x2

2
−
x4

24
+
x4

8
+ ♦

(

x5
)

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

❡①♣ (− ❝♦s(x)) =
0

1

e
+
x2

2e
−
x4

24e
+
x4

8e
+ ♦

(

x5
)

▲❡s ♣❧✉s ❛tt❡♥t✐❢s ♥♦t❡r♦♥t q✉✬♦♥ ❛ ✈✉ ❛✉ss✐ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té ❞✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t✳

❙♦✐❡♥t W ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ W
f
✲ R✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ s✐ g : x 7→
f

(

1

x

)

♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✿

g(x) =
(

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n
)

+ ♦
0
(xn) .

❛✈❡❝ (a0, a1, · · · , an) ∈ R
n+1 ❛❧♦rs ✿

f(x) =

(

a0 + a1

(

1

x

)

+ a2

(

1

x

)2

+ · · ·+ an

(

1

x

)n
)

+ ♦
+∞

((

1

x

)n)

.

x 7→
(

a0 + a1

(

1

x

)

+ a2

(

1

x

)2

+ · · ·+ an

(

1

x

)n
)

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❣✉✲

❧✐èr❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ f✳

Définition 228

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ x 7→
√

1+
1

x
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✼✾



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❈♦♠♠❡
√
1+ x = 1+

1

2
x−

1

8
x2 + ♦

0

(

x2
)

✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

√

1+
1

x
= 1+

1

2x
−

1

8x2
+ ♦

+∞

(

(

1

x

)2
)

✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥s
♥♦♠❜r❡s ❞✬♦✉t✐❧s ❥✉sq✉❡ ❧à ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ rés✉♠é
❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ♦✉ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

➱q✉✐✈❛❧❡♥ts ✿
• P❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t é❧é❣❛♠♠❡♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
• ❈❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ✭s✉rt♦✉t q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✮
• P❛ss❛❣❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❢❛✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡
• ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✉ss❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡

❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ✿
• P❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
• ❈❛❧❝✉❧s ❧♦✉r❞s✱ ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
• P❛ss❛❣❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
• ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ✈♦✉s ❛✈❡③ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr❡③ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❖♥
é✈❛❧✉❡r❛ ❛❧♦rs ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❛✉ ❞é❢❛✉t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r
♥♦tr❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ▲✬❡①❡r❝✐❝❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t ✿

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✐♠
x→0

(

(

s✐♥(x)
x

)g(x)
)

❛✈❡❝ g : x 7→ 1

x2 + x3
✳

❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

(

s✐♥(x)
x

)g(x)

= ❡①♣

(

1

x2 + x3
× ❧♥

(

s✐♥(x)
x

))

.

❈✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿ ♦♥ s❛✐t q✉❡

❧✐♠
x→0

(

s✐♥(x)
x

− 1

)

= 0 ❡t ❧♥(1+ x) ∼
0
x✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❧♥

(

1+

(

s✐♥(x)
x

− 1

))

∼
0

s✐♥(x)
x

− 1

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✽✵



Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

1

x2 + x3
× ❧♥

(

s✐♥(x)
x

)

∼
0

s✐♥(x)
x

− 1

x2

∼
0

s✐♥(x) − x
x3

.

∼
0

−
x3

6
x3

❝❛r s✐♥(x) =
0
x−

x3

6
+ ♦

(

x3
)

∼
0
−
1

6

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

1

x2 + x3
❧♥

(

s✐♥(x)
x

))

= −
1

6
♣✉✐s✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❡①♣ ❡♥ −

1

6
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✈❛✉t ❡①♣

(

−
1

6

)

✳

✹✳✺✳✷ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t

❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t b ✉♥ ré❡❧✳ ❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❞❡ b ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(x) = ak (x− b)
k
+ ♦

b

(

(x− b)
k
)

❛✈❡❝ k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t ak 6= 0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿ f(x) ∼
b
ak (x− b)

k✳

Proposition 229

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✐♠
x→0

(

❝♦s(x) + 2 ❡①♣(x) − 3
x

)

✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞✉ t②♣❡
0

0
❡t ✉♥ q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ ❞♦♥❝ ❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳✳✳ ♠❛✐s ♦♥

❡st ❣ê♥é ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ✿ ❈♦♠♣❡♥s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ♣r♦✉✈é q✉❡ ✿

❝♦s(x) + 2 ❡①♣(x) =
0
3+ 2x+

x2

2
+
x3

3
+ ♦

(

x3
)

❡t ❞♦♥❝ ❝♦s(x) + 2 ❡①♣(x) − 3 =
0
2x+ ♦ (x) ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✈❛✉t 2 ❝❛r ✿

f(x) ∼
0

2x

x

∼
0
2.
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

✹✳✺✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❡t ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❙♦✐t f : V → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡
0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ③ér♦✳

• f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡
1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ③ér♦✳

Proposition 230

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆✐♥s✐✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❀ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f ♥♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✲
✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ♠❛✐s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f : x 7→






x3 s✐♥

(

1

x2

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0

❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ f ♥✬❡st ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ♠❛✐s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2 ✿ ❉❡ ❧✐♠
x→0

(

x s✐♥

(

1

x2

))

= 0✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
x→0

(

f(x)

x2

)

= 0 ❝❡ q✉✐

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✿
f(x) = ♦

0

(

x2
)

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❖♥ ❛✈❛✐t ♣r♦✉✈é
❛✉ss✐ q✉❡ f ét❛✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ✭❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❡♥ 0✮ ❡t q✉❡ ✿

f ′ : x 7→






3x2 s✐♥

(

1

x2

)

− 2 ❝♦s

(

1

x2

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0

❖♥ ❛✈❛✐t ✈✉ q✉❡ f ′ ♥✬❛❞♠❡tt❛✐t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ 0 ✭❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝♦s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥
❧✬✐♥✜♥✐✮✱ f ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ❡t✱ ♣♦✉rt❛♥t✱ f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ 2✳
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❊t✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥ ③ér♦ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f :






[−1❀ 1] 7→ R

x 7→






√
1+ x−

√
1− x

x
s✐ x 6= 0

1 s✐ x = 0

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙✉r [−1❀ 1] \ {0 }✱ ç❛ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ✐♥✈♦q✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✐r❡ q✉❡✱
s✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ x ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡t 1+ x ❡t 1− x s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ f✳ ❖♥ ✈❛
♣❡r❞r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r x✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❛rt✐r s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿

√
1+ x =

0
1+

x

2
−
x2

8
+ ♦

(

x2
)

❡t
√
1− x =

0
1−

x

2
−
x2

8
+ ♦

(

x2
)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

f(x) =
0

1+
x

2
−
x2

8
+ ♦

(

x2
)

− 1+
x

2
+
x2

8
+ ♦

(

x2
)

x

=
0

x+ ♦
(

x2
)

x

=
0
1+ 0× x+ ♦ (x)

f ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ 0 ❞♦♥❝ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ✿ f(0) = 1 ❡t f ′(0) = 0✳

✹✳✺✳✹ ❊t✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s

❙♦✐❡♥t b ✉♥ ré❡❧ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b✳ ❙✐ f
❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ b ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(x) = a0 + a1 (x− b) + ♦
b
((x− b))

❛❧♦rs ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ (b, f(b)) à Cf✱ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f✱ ❡①✐st❡ ❡t ❛ ♣♦✉r
éq✉❛t✐♦♥ ✿ y = a0 + a1(x− b)✳

Proposition 231
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t b ✉♥ ré❡❧✳ ❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❞❡ b ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(x) = a0 + a1 (x− b) + ak (x− b)
k
+ ♦

b

(

(x− b)
k
)

❛✈❡❝ k ✉♥ ❡♥t✐❡r é❣❛❧ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r à 2 ❡t ak 6= 0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
✶✳ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ (b, f(b)) à Cf✱ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f✱ ❡①✐st❡ ❡t ❛ ♣♦✉r

éq✉❛t✐♦♥ ✿ y = a0 + a1(x− b)✳

✷✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈f ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
s✐❣♥❡ ❞❡ ak ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ k✳

Proposition 232

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❋❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ③ér♦ ❞❡ f : x 7→ s✐♥2(x)

x
✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ✈❛ ✈✐s❡r ✉♥ ♦r❞r❡ 3 ❛✉ ✜♥❛❧ ✭♣❛r sé❝✉r✐té ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉❡ f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❞♦♥❝ a2 = 0✮✳ ❖♥
♣❡r❞ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❝❡ x ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ 4 ♣♦✉r x 7→ s✐♥2(x)✳ ❆✉
♣r♦❞✉✐t✱ s✐♥ ❢❛✐t ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❝❛r s✐♥(x) ∼

0
x ❞♦♥❝ ♦♥ ✈❛ ♣❛rt✐r s✉r ✉♥ ♦r❞r❡ 3 ♣♦✉r s✐♥✳ ❖♥ ❛ ✿

s✐♥2(x) =
0

(

x−
x3

6
+ ♦

(

x3
)

)

×
(

x−
x3

6
+ ♦

(

x3
)

)

=
0
x2 −

x4

3
+ ♦

(

x4
)

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿ f(x) =
0
x−

x3

3
+ ♦

(

x3
)

✳ ❉❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ 0✱ ❞♦♥❝ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ❡t✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ f(0) = 0 ❡t q✉❡ f ′(0) = 1✳ ▲❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ (0, 0) à Cf ❛ ❞♦♥❝
♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ y = x✳ ❉❡ ✿

f(x) − x =
0
−
x3

3
+ ♦

(

x3
)

,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f(x) − x ∼
0
−
x3

3
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ x 7→ f(x) − x ❡t x 7→ −

x3

3
s♦♥t✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ 0✱ ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Cf ❡st à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ 0 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ s❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ (0, 0) ❡t
❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ s❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ 0✳ ◆♦t❡③ q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥ ♦r❞r❡
2✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞û ❛❧♦rs t♦✉t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✦

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲✬é✈❡♥t✉❡❧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❞❡ x 7→ xf

(

1

x

)

♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈f

♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❛s②♠♣t♦t❡s ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

Proposition 233
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Partie 4: ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t f : x 7→ x2 s✐♥2

(

1

x

)

✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛s②♠♣t♦t❡ ❡♥ +∞ ❡t ❡♥ −∞ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡

f ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ❡t ♣ré❝✐s❡r ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : x 7→ xf

(

1

x

)

✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

g(x) = xf

(

1

x

)

= x
1

x2
s✐♥2 (x)

=
s✐♥2(x)

x

❉✬❛♣rès ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿ g(x) =
0
x−

x3

3
+ ♦

(

x3
)

✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

f(x) =
∞
xg

(

1

x

)

=
∞
x×

(

1

x
−

1

3x3
+ ♦

(

(

1

x

)3
))

=
∞
1−

1

3x2
+ ♦

(

(

1

x

)2
)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f(x) − 1 = −
1

3x2
+ ♦

(

(

1

x

)2
)

❡t ❞♦♥❝ ✿

f(x) − 1 ∼
∞
−
1

3x2

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✐♠
x→0

(f(x) − 1) = 0 ❡t q✉❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = 1 ❡st ❧✬❛s②♠♣t♦t❡ ❞❡ Cf ❡♥

❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✉ss✐ q✉❡ x 7→ f(x) − 1 ❡t x 7→ −
1

3x2
s♦♥t✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞❡ ♠ê♠❡

s✐❣♥❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Cf ❡st ❡♥ −∞ ❝♦♠♠❡ ❡♥ +∞ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ s♦♥ ❛s②♠♣t♦t❡✳
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P❛rt✐❡ ✺

❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ I ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞✐st✐♥❝ts a ❡t b✳ J ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ s❡❣♠❡♥t [a, b] s✐ a 6 b ❡t ❧❡ s❡❣♠❡♥t [b, a] s✐ b 6 a✳

✺✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ a ❡t b s❡r♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ❝♦♥t❡♥❛♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a ❡t b ❡t J ❧❡ s❡❣♠❡♥t [a, b] s✐ a 6 b ❡t ❧❡ s❡❣♠❡♥t [b, a] s✐ b 6 a✳

✺✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①✐st❡♥❝❡

❙♦✐❡♥t f : I→ R ❡t F : I→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f s✉r I s✐ F ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
x ❞❡ I✱ ♦♥ ❛ F ′(x) = f(x)✳

Définition 234

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ s✐♥ ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r R ❞❡ ❝♦s✳

✷✳ x 7→ ❝♦s(x2) ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r R ❞❡ x 7→ −2x s✐♥(x2)✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❛r❜♦✉①✳
❙♦✐t f : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❛❧♦rs f ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r I✳

Théorème 235

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✽✼



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

✶✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ Pr❡♥♦♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g : x 7→






2x s✐♥

(

1

x

)

− ❝♦s

(

1

x

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0
.

❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ g ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0 ♠❛✐s ❛❞♠❡t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r R ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t ❛ ♣♦✉r ❞ér✐✈é❡ g ✿

G : x 7→






x2 s✐♥

(

1

x

)

s✐ x 6= 0

0 s✐ x = 0
.

✷✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❛❧♦rs f ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r I✳✳✳ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t

é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❧❛ tr♦✉✈❡r ✦ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ s❛✈❛✐t ♣❛s tr♦♣✱ ♣♦✉r x 7→ 1

x
❡t x 7→ 1

1+ x2
✱ ♦♥

❧❡✉r ❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠ ✭❧♥ ❡t ❛r❝t❛♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s
à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳

❙♦✐t f : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ F s✉r I ❛❧♦rs ✿
✶✳ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s s✉r I ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ f

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ F+ k ❛✈❡❝ k ✉♥ ré❡❧✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ h✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ G ❞❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ G(a) = h✳

Théorème 236

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ I s♦✐t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t

❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 1

x
s✉r R⋆ ♥❡

❞✐✛ér❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

x 7→ ❧♥(x) ❡t x 7→
{
❧♥(x) + 1851 s✐ x < 0

❧♥(x) + 8563 s✐ x > 0

✷✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❡♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ✿ ❈✬❡st ♣♦✉r ç❛ q✉✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡t
♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✦

✺✳✶✳✷ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥s

❙♦✐❡♥t f : I → R ❡t g : I → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t λ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f
❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ F s✉r I ❡t q✉❡ g ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ G s✉r I✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

• F+G ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f+ g✳
• λF ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ λf✳

Proposition 237

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✽✽
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☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

■♥té❣r❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳
❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ✿

• F×G ♥✬❡st ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f× g✳
• F

G
♥✬❡st ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡

f

g
✳

✺✳✶✳✸ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ F ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧✬ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ s✉rDf✳ ❖♥ ❛ r❛ss❡♠❜❧é
❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r t❛❜❧❡❛✉ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ♥♦té λ ✉♥ ré❡❧✱ n
✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ m ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à 2✱ a ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✳

Df f I F

R x 7→ λ R x 7→ λx

R x 7→ xn R x 7→ xn+1

n+ 1

R x 7→ 1

xm
R

⋆

+ ♦✉ ❜✐❡♥ R
⋆

− x 7→ −
1

(m− 1)xm−1

R
⋆ x 7→ 1

x
R

⋆

+ ♦✉ ❜✐❡♥ R
⋆

− x 7→ ❧♥(|x|)

R x 7→ ax
R x 7→ ax

❧♥(a)

R
⋆

+ x 7→ ❧♥(x) R
⋆

+ x 7→ x ❧♥(x) − x

R x 7→ ❡①♣(x) R x 7→ ❡①♣(x)

❉❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ t❛❜❧❡❛✉✱ ♦♥ ❛ r❛ss❡♠❜❧é ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♥♦té k ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✽✾
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Df f I F

R x 7→ ❝♦s(x) R x 7→ s✐♥(x)

R x 7→ s✐♥(x) R x 7→ − ❝♦s(x)

R\
{ π

2
+ kπ, k ∈ Z

}

x 7→ 1+ t❛♥2(x)
]

−
π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

[

x 7→ t❛♥(x)

R\πZ x 7→ 1

s✐♥2(x)
]kπ, (k+ 1)π[ x 7→ ❝♦s(x)

s✐♥(x)

R\
{ π

2
+ kπ, k ∈ Z

}

x 7→ t❛♥(x)
]

−
π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

[

x 7→ − ❧♥(| ❝♦s(x)|)

R\πZ x 7→ ❝♦s(x)
s✐♥(x)

]kπ, (k+ 1)π[ x 7→ ❧♥ (| s✐♥(x)|)

R x 7→ 1

1+ x2
R x 7→ ❛r❝t❛♥(x)

❖♥ ❛ r❛ss❡♠❜❧é ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❛❜❧❡❛✉ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ♥♦té s
✉♥ ré❡❧ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ −1✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t m ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à 2✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ u ✱ v
❡t w tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r D✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ v ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r D ❡t q✉❡ w ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r D✳

Df f I F

D x 7→ u ′(x) (u(x))
n

I ⊂ D x 7→ (u(x))
n+1

n+ 1

D x 7→ w ′(x)

(w(x))m
I ⊂ D x 7→ −

1

(m− 1)(w(x))m−1

D x 7→ v ′(x) (v(x))
s

I ⊂ D x 7→ (v(x))
s+1

s+ 1

D x 7→ w ′(x)

w(x)
I ⊂ D x 7→ ❧♥(|w(x)|)

D x 7→ u ′(x) ❡①♣(u(x)) I ⊂ D x 7→ ❡①♣(u(x))

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆♦t♦♥s n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D✳

• ❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ u ′(x) (u(x))
n ❡st x 7→ (u(x))

n+1

n+ 1
✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛✉① ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡

♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ (u(x))
n ❡st x 7→ (u(x))

n+1

u ′(x)(n+ 1)
✳

• ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ u ❡♥ ♣❧✉s ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❥❛♠❛✐s✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

u(x)

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✵



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

♥✬❡st ♣❛s x 7→ ❧♥(|u(x)|)
u ′(x)

♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ u ′(x)

u(x)
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ ❧♥(|u(x)|)✳

✺✳✶✳✹ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ [h(t)]ba ❧❛ q✉❛♥t✐té h(b) − h(a) s✐ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r
J✳

❙♦✐t f : J → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J✳ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ f
s✉r J✳

• ▲❡ ré❡❧ F(b) − F(a) s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ a à b ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f✳

• ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té s❡ ♥♦t❡
∫b

a

f(t)dt ♦✉ [F(t)]ba✳

Définition 238

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ♠ê♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝❛r ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭♣❛r ❧✐♠✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✮ ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
♣r✐♠✐t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳

✷✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
∫b

a

f(t)dt ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ f✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t F ❡t G ❞❡✉①

♣r✐♠✐t✐✈❡s s✉r J ❞❡ f✱ ♦♥ ❛ ✿ F(b) − F(a) = G(b) −G(a)✳

✸✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡
∫b

a

f(t)dt ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ a 6 b✳

✹✳
∫b

a

f(t)dt ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤♦s❡s ✿ f✱ a ❡t b✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ t q✉✐

❡st ✉♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉❡tt❡✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ✿

∫b

a

f(t)dt =

∫b

a

f(x)dx =

∫b

a

f(r)dr = ...

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡✛❡❝t✉é✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡st❡r ❞✉ t✱ ♦❜t❡♥✐r ✿

∫b

a

f(t)dt = t2

❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❜s✉r❞❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ é❝r✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❡ [a, b]✱ ♦♥ ❛
∫b

a

f(t)dt = ...

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ✦ ➱❝r✐r❡
∫ t

a

f(t)dt ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✶
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✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

∫−1

2

❝♦s(t)dt ❡①✐st❡ ✭❝❛r ❝♦s ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡t ❡st [s✐♥(t)]−1
2 ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐♥(−1) − s✐♥(2)✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡

✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
∫7

4

5

❛r❝t❛♥(x)(1+ x2)
dt✳ ❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞✉

u ′

u
✱ ♦♥ ❛

❞♦♥❝ ✿ ∫7

4

5

❛r❝t❛♥(x)(1+ x2)
dt = 5 ❧♥

(

❛r❝t❛♥(7)
❛r❝t❛♥(4)

)

.

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❏✉st✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
∫3

5

❧♥
(

t2 − 3t+ 2
)

dt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❈❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ X2 − 3X + 2✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2✱ ✉♥ ♣❡t✐t ❝♦✉♣ ❞❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ 1 ❡t 2 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞és♦r♠❛✐s ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡ ✭❥✉sq✉❡ ❧à✱ ç❛ ❞❡✈r❛✐t ❛❧❧❡r ✦✮ ✿

x −∞ 1 2 +∞

s✐❣♥❡ ❞❡ x2 − 3x+ 2 + 0 − 0 +

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t 7→ ❧♥
(

t2 − 3t+ 2
)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ] −∞, 1[∪]2,+∞[ ❡t ❞♦♥❝ s✉r [3, 5]✳
∫3

5

❧♥
(

t2 − 3t+ 2
)

dt ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s
∫b

a

f(t)dt✱ ♦♥ ♥✬❛

♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t a 6 b✳

❙♦✐t f : I→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞é✜♥✐❡ s✉r
I ♣❛r ✿

F : x 7→
∫x

a

f(t)dt

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• F ❡st ❝❧❛ss❡ C1 s✉r I✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ F ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st

❝♦♥t✐♥✉❡✳
• F ′ ❡st f✳
• F(a) ❡st ♥✉❧❧❡✳

F ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ a✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭♦✉ ❤❛✉t❡✮ ❡♥ a ❛ss♦❝✐é❡ à f✳

Théorème 239

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : x 7→
∫x

π

❝♦s(t2)dt ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t F ′ : x 7→ ❝♦s(x2)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✷
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✷✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x 7→ 1

x
✳ f ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R⋆

+✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : x 7→
∫x

1

f(t)dt ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡

♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✉r R⋆

+✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧♥✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ ❧♥✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

F : x 7→
∫2x

1

t2dt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f : t 7→ t2 ❝❛r✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

F ′ : x 7→ 2× 4x2

P♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞é✜♥✐❡ s✉r J ♣❛r ✿

F : x 7→
∫v(x)

u(x)

f(t)dt

❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r J✱ u ❡t v ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ K t❡❧❧❡s q✉❡
u(K) ⊂ J ❡t v(K) ⊂ J✳ F ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r J ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✿

F ′ : x 7→ f(v(x))v ′(x) − f(u(x))u ′(x).

◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r v ′ ❡t u ′ ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r ❧✐♠
T−→0









∫3T+2

2

❡①♣(s✐♥(5t))dt

T









✳

❖♥ ♣❡✉t t❡♥t❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
∫3T+2

2

❡①♣(s✐♥(5t))dt ✭à ❡ss❛②❡r ♠❛✐s ♥❡ ✈♦✉s ❛tt❛r❞❡③ ♣❛s ✦✮ ✿

❈❡❧❛ ♥❡ ♠❛r❝❤❡ ♣❛s ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡ ✿

G : x 7→
∫x

0

❡①♣(s✐♥(5t))dt ❡t Z : x 7→
∫3x+2

0

❡①♣(s✐♥(5t))dt

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→ ❡①♣(s✐♥(5t)) ❡st ✭♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R ❡t 0 ❡st ✉♥ ré❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ G ❡st
❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿ u : x 7→ 3x + 2✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ Z(x) ❡st
G(u(x))✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ Z ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡
✉♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ✿

Z ′(0) = G ′(u(0))× u ′(0)

= ❡①♣(s✐♥(5(3× 0+ 2))× 3
= 3 ❡①♣(s✐♥(10))

❆✐♥s✐✱ ❧✐♠
x−→0

(

Z(x) − Z(0)

x

)

❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t Z ′(0)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 3 ❡①♣(s✐♥(10))✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡

❡st ❞♦♥❝ 3 ❡①♣(s✐♥(10))✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✸
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✺✳✷ ■♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t

✺✳✷✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ g ❡t h ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✱ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❡t

❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [g, h]✱ Cf s❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é (O,
→
i ,

→
j )✳

❙✉♣♣♦s♦♥s f ♣♦s✐t✐✈❡✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ [g❀h]✱ ♦♥ ♥♦t❡ A(t) ❧✬❛✐r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ St

❞é❧✐♠✐té ♣❛r Cf✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g ❡t x = t✱ St

❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{
M(u, v) ∈ R

2 ❛✈❡❝ g 6 u 6 t ❡t 0 6 v 6 f(u)
}
✳

P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t t ❞❡ [g, h]✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ A(t) ❡st
∫ t

g

f(x)dx✳

Proposition 240

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡
❛❧♦rs ❧✬❛✐r❡ s♦✉s s❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❡♥tr❡ s❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g

❡t x = t ❡st
∫ t

g

f(x)dx✳

P♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

f+ :

{
[g❀h] −→ R

x 7→ ♠❛① (f(x), 0)
❡t f− :

{
[g❀h] −→ R

x 7→ ♠❛① (−f(x), 0)

❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t f ❡st f+ − f−✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱
s✐ f ❛ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ✿

10 5 0 5 10

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

y=f(x)

❛❧♦rs f+ ❡t f− ♦♥t ❝❡s têt❡s ❧à ✭◗✉❛♥❞ f(x) ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ f−(x) ❡st ♥✉❧ ❡t f+(x) ✈❛✉t f(x)✳ ◗✉❛♥❞ f(x)
❡st ♥é❣❛t✐❢✱ f+(x) ❡st ♥✉❧ ❡t f−(x) ✈❛✉t −f(x)✮ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✹
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Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ■♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t

❈♦♠♠❡ f+ ❡t f− s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♦♥ s❛✐t ❞és♦r♠❛✐s ✐♥t❡r♣rét❡r ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés
∫h

g

f+(t)dt ❡t
∫h

g

f−(t)dt ✿

•
∫h

g

f+(t)dt ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r

Cf✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g ❡t x = h ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳

•
∫h

g

f−(t)dt ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r

Cf✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g ❡t x = h ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ ❛ ✿
∫h

g

f(t)dt =

∫h

g

f+(t)dt −

∫h

g

f−(t)dt✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡
∫h

g

f(t)dt ❡st ❧❛

❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r Cf ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s q✉✐ s♦♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞é❧✐♠✐tés

♣❛r Cf ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳
∫h

g

f(t)dt

r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r Cf✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s
❡t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g ❡t x = h✳

Proposition 241

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❙♦✐❡♥t α ❡t β ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x 7→ αx+ β✳ ❖♥ ❛ ✿

∫b

a

f(x)dx =

[

α
x2

2
+ βx

]b

a

=

(

α
b2

2
+ βb

)

−

(

α
a2

2
+ βa

)

= (b− a)× f(a) + f(b)

2

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥ tr❛♣è③❡ ✿ ❧✬❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❧❡s ❛✐r❡s ❞✉
❝♦✉rs ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ♠ê♠❡s ✦ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥ tr❛♣è③❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ✭✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧❡ b−a✮ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s
✭✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧❡ f(a) + f(b)✮ ❡t ❧❡ t♦✉t ❞✐✈✐sé ♣❛r ❞❡✉①✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✻
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✺✳✷✳✷ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
s✉r [g, h]✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r [g, h] s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à
❞r♦✐t❡ ❡♥ g ❡t à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ h ❡t s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ]g, h [ s❛✉❢ ❡♥
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s f ♣♦ssè❞❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s à
❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✳

Définition 242

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ f ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✷✳ ❙♦✐t f : x 7→ ⌊x⌋✳ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r t♦✉t s❡❣♠❡♥t ❞❡ R✳

✸✳ ❙♦✐t f : x 7→






1

x
s✐ x > 0

1 s✐ x 6 0
✳ f ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❝❛r f ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s

❞❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ 0✳

❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r [g, h]✳ ❖♥ ♥♦t❡ a1, · · · , an ✭❛✈❡❝ n ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✮ s❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s✉r ]g, h[✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a1 < a2 < · · · < an ❡t ♦♥ ♣♦s❡
a0 = g ❡t an+1 = h✳ P♦✉r t♦✉t k ❞❡ J0, nK✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ fk ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❞é✜♥✐❡ s✉r [ak, ak+1] ✿

fk : x 7→






❧✐♠
x→a+

k

f(x) s✐ x = ak

f(x) s✐ x ∈]ak, ak+1[

❧✐♠
x→ak+1

f(x) s✐ x = ak+1

▲❡ ré❡❧
n∑

k=0

(∫ak+1

ak

fk(t)dt

)

❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ g à h ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ❡st

♥♦té
∫h

g

f(t)dt✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∫h

g

f(t)dt =

n∑

k=0

(∫ak+1

ak

fk(t)dt

)

.

Définition 243

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
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Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ■♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞✉ s❡♥s ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉❛♥❞ ❧❡s ❜♦r♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ s❡♥s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té
∫g

h

f(t)dt ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t −
∫h

g

f(t)dt✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r [−3❀ 5] ♣❛r ✿

f : x 7→






x s✐ x ∈ [−3❀ 1[

8563 s✐ x = 1

s✐♥(x) s✐ x ∈]1❀ 4[
x3 s✐ x ∈ [4❀ 5]

∫5

−3

f(t)dt ❡①✐st❡ ❝❛r f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r [−3❀ 5]✳ ❖♥ ❛ ✿

∫5

−3

f(t)dt =

∫1

−3

tdt+

∫4

1

s✐♥(t)dt+
∫5

4

t3dt

=

[

t2

2

]1

−3

+ [− ❝♦s(t)]41 +

[

t4

4

]5

4

=
353

4
+ ❝♦s(1) − ❝♦s(4)

❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱
❞é✜♥✐ss♦♥s✲❧❡s ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ✿

❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ s✉r [g, h]✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r s✉r [g, h] s✬✐❧ ❡①✐st❡ n✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ a1, · · · , an✱ n é❧é♠❡♥ts ❞❡ ]g, h [ t❡❧s q✉❡ a1 < a2 < · · · < an

❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t a0 = g ❡t an+1 = h✱ ♦♥ ❛✐t
n
⋃

k=0

([ak, ak+1]) = [g, h] ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t k

❞❡ J0, nK✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λk t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]ak, ak+1[✱ f(x) = λk✳

Définition 244

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ✿ f : x 7→






4 s✐ x ∈ [−3❀ 1[

−3 s✐ x = 1 ♦✉ 5

9 s✐ x ∈]1❀ 5[
✳ ❱♦✐❝✐ s♦♥ ❛❧❧✉r❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✽
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❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡
J0, nK✱ λk t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈]ak, ak+1[✱ f(x) = λk✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r

q✉❡
∫h

g

f(t)dt ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t
n∑

k=0

(ak+1 − ak) λk✳

Proposition 245

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
∫h

g

f(t)dt =

n∑

k=0

(ak+1 − ak) λk s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞

très ❜✐❡♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳
∫h

g

f(t)dt r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r Cf✱ ❧✬❛①❡

❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = g ❡t x = h ❡t
n∑

k=0

(ak+1 − ak) λk ❡st ❧❛ s♦♠♠❡✱ ♣♦✉r

k ❜❛❧❛②❛♥t J1, nK✱ ❞❡s ❛✐r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r ❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = ak✱
x = ak+1✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = λk✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✶✾✾



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ■♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t

✺✳✷✳✸ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❡t à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s C✳

❙♦✐t f : J → C ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f1 : J → R ❡t f2 : J → R

t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
P♦✉r t♦✉t x ❞❡ J✱ ♦♥ ❛✐t ✿ f(x) = f1(x) + if2(x)✳

❙✐ f1 ❡t f2 s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r J ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r [a, b] ❡t ♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ a à b ❞❡ f ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∫b

a

f(t)dt =

∫b

a

f1(t)dt+ i

∫b

a

f2(t)dt.

Définition 246

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t m ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❡①♣❧✐❝✐t❡r
∫b

a

❡①♣ (imt)dt ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
∫0

1

s✐♥(2x) ❡①♣(3x)dx✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✵



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✈♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡
∫b

a

❡①♣ (imt)dt ❡st

[

❡①♣ (imt)
im

]b

a

✱ ❝❡❧❛ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ✿

∫b

a

❡①♣ (imt) dt =

(∫b

a

❝♦s (mt) dt

)

+ i

∫b

a

s✐♥ (mt) dt

=

[

s✐♥ (mt)
m

]b

a

− i

[

❝♦s (mt)
m

]b

a

=

[

i s✐♥ (mt) + ❝♦s(mt)
im

]b

a

❡t ♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❜✐❡♥

[

❡①♣ (imt)
im

]b

a

✳ ◆♦t♦♥s I ❧❛ q✉❛♥t✐té
∫0

1

s✐♥(2x) ❡①♣(3x)dx✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s

✐♥té❣r❛♥❞❡s✱ I ❡①✐st❡ ♣✉✐s ✿

I =

∫0

1

■♠ (❡①♣ (3x+ 2ix))dx

= ■♠

(∫0

1

❡①♣ (3x+ 2ix)dx

)

= ■♠

(

[

❡①♣ (3x+ 2ix)
3+ 2i

]0

1

)

❝❛r 3+ 2i ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧

= ■♠

(

(1− ❡①♣ (3+ 2i)) (3− 2i)
13

)

= ■♠

(

3− 2i− 3 ❡①♣ (3+ 2i) + 2i ❡①♣ (3+ 2i)
13

)

=
−2− 3e3 s✐♥(2) + 2e3 ❝♦s(2)

13
.

✺✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

✺✳✸✳✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❡t ❜♦r♥❡s

❙♦✐t f : J → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① s✉r J✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

✶✳
∫a

a

f(t)dt = 0✳ ✷✳
∫b

a

f(t)dt = −

∫a

b

f(t)dt✳

Proposition 247

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✶



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

✺✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s

❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s
❙♦✐t f : J → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① s✉r J✳ ❙♦✐❡♥t r, u ❡t y tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❞❡ J✳ ❖♥ ❛ ✿

∫u

r

f(t)dt =

∫y

r

f(t)dt+

∫u

y

f(t)dt.

Proposition 248

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t r < y < u✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ✿

∫5

2

❝♦s(t)dt =
∫−3

2

❝♦s(t)dt+
∫5

−3

❝♦s(t)dt.

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s ❡st é✈✐❞❡♥t❡ s✐ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❙✉r

♥♦tr❡ ❞❡ss✐♥✱
∫b

a

h(t)dt ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ A1 ❡t ❞❡ A2✱ ❝✬❡st ✲à✲❞✐r❡ ❞❡
∫c

a

h(t)dt ❡t ❞❡
∫b

c

h(t)dt✳

✷✳ P❡♥s❡r à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r
∫u

r

f(t)dt ❡t q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ f

✧❝❤❛♥❣❡✧ s✉r s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ f ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡
✭s✐ f ❡st |g| ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t t ❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ f(t) ❡st g(t) s✐ g(t) ❡st
♣♦s✐t✐❢ ❡t −g(t) s✐ g(t) ❡st ♥é❣❛t✐❢✮✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✷



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

❈❛❧❝✉❧❡r
∫−3

5

|t2 − 3t+ 2|dt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡ ✿

x −∞ 1 2 +∞

s✐❣♥❡ ❞❡ x2 − 3x+ 2 + 0 − 0 +

❡t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∫−3

5

|t2 − 3t+ 2|dt =

∫2

5

|t2 − 3t+ 2|dt+

∫1

2

|t2 − 3t+ 2|dt+

∫−3

1

|t2 − 3t+ 2|dt

=

∫2

5

(t2 − 3t+ 2)dt−

∫1

2

(t2 − 3t+ 2)dt+

∫−3

1

(t2 − 3t+ 2)dt

■♥té❣r❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡ ✦ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ♦❜t❡♥✐r ✿ −43✳

✺✳✸✳✸ ▲✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

▲✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❙♦✐❡♥t f : J → R ❡t g : J → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐❡♥t v ❡t u ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r J✱ ♦♥ ❛ ✿

∫b

a

(vf(t) + ug(t))dt = v

∫b

a

f(t)dt+ u

∫b

a

g(t)dt.

Proposition 249

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ s✐ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✐r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

✶✳ ❙✐ f ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r J✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té
∫b

a

g(t)f(t)dt ♥✬❡st ❛

♣r✐♦r✐ ♥✐

(∫b

a

g(t)dt

)

×
(∫b

a

f(t)dt

)

♥✐ g(t)
∫b

a

f(t)dt ✭q✉✐ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s s✐ g ♥✬❡st

♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✮✳

✷✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡
∫b

a

(vf(t) + ug(t))dt à v
∫b

a

f(t)dt+ u

∫b

a

g(t)dt ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t

❜✐❡♥ ♣❡♥s❡r à ✈ér✐✜❡r q✉❡ f ❡t g s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r

J ❝❛r
∫b

a

(vf(t) + ug(t))dt ♣❡✉t ❡①✐st❡r s❛♥s q✉❡ ♥✐ v
∫b

a

f(t)dt ♥✐ u
∫b

a

g(t)dt ♥✬❡①✐st❡♥t ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✸



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛s❧❡s✱ ✐❧
② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t✐❢ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
∫ π

4

0

❝♦s(x)
❝♦s(x) + s✐♥(x)

dx✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❇♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❞✉ ❝♦s ❛✉✲❞❡ss✉s✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡s ❞❡✉①
✐♥té❣r❛❧❡s ✿

A =

∫ π
4

0

❝♦s(x)
❝♦s(x) + s✐♥(x)

dx ❡t B =

∫ π
4

0

s✐♥(x)
❝♦s(x) + s✐♥(x)

dx.

❯♥ ♣❡t✐t ♠♦t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ✭✐❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞✉ q✉♦✲
t✐❡♥t✱ ❧❡✈❡③✲❧❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✦✮✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✦ ❆❞❞✐t✐♦♥♥♦♥s
❡t s♦✉str❛②♦♥s✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

A+ B =

∫ π
4

0

❝♦s(x) + s✐♥(x)
❝♦s(x) + s✐♥(x)

dx

=

∫ π
4

0

dx

=
π

4
.

A− B = [❧♥(| ❝♦s(x) + s✐♥(x)|)]
π
4

0

= ❧♥





∣

∣ ❝♦s
(π

4

)

+ s✐♥
(π

4

)

∣

∣

| ❝♦s(0) + s✐♥(0)|





=
1

2
❧♥(2)

❉❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✦ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ A

✈❛✉t
π

8
+
1

4
❧♥(2) ❡t B ✈❛✉t

π

8
−
1

4
❧♥(2)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✹
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✺✳✸✳✹ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g 6 h✳
❙♦✐❡♥t f1 : [g, h] → R ❡t f2 : [g, h] → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r [g, h]✳

✶✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t t ❞❡ [g, h]✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐

❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛ f1(t) > 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡
∫h

g

f1(t)dt > 0

✭P♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮✳

✷✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t t ❞❡ [g, h]✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐s

❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛ f1(t) > f2(t)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿
∫h

g

f1(t)dt >

∫h

g

f2(t)dt ✭❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮✳

Proposition 250

❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳
❙♦✐❡♥t f1 : [g, h] → R ❡t f2 : [g, h] → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [g, h]✳

✶✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [g, h]✱ f1(t) > 0 ❡t s✐ f1 6= 0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
∫h

g

f1(t)dt > 0✳

✷✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [g, h]✱ f1(t) > 0 ❡t s✐
∫h

g

f1(t)dt = 0✱ f1 ❡st ❛❧♦rs ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭P♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮✳

✸✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [g, h]✱ f1(t) > f2(t) ❡t s✐ f1 6= f2✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
∫h

g

f1(t)dt >

∫h

g

f2(t)dt ✭❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮✳

Proposition 251

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❉❡✉① ♠✐s❡s ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

✶✳ • ❖♥ ❛
∫π

0

❝♦s(t)dt = 0 ❡t ♣♦✉rt❛♥t ❝♦s 6= 0✳ ❖♥ ❛ ♦✉❜❧✐é ❡♥ ❞✐s❛♥t ç❛ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

• ❖♥ ❛
∫10

0

f(t)dt = 0 ❛✈❡❝ f ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f :






[0, 10] −→ R

x 7→
{
0 s✐ x 6= 2
8563 s✐ x = 2

❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ♦♥ ❛ ♦✉❜❧✐é ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✦
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✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥té❣r❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✐ ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ s❡♥s✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t
♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [g, h]✱ ♦♥ ❛ ✿ f1(t) > f2(t) ❡t q✉❡

f1 ❡t f2 s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [g, h]✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
∫g

h

f1(t)dt 6

∫g

h

f2(t)dt✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ s✐ ♦♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té✲

❣r❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❞❡ss✐♥✱
∫b

a

h(t)dt ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à
∫b

a

g(t)dt✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
∫b

a

h(t)dt−

∫b

a

g(t)dt ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣r✐sé❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱✈❛❧✉❡r ❧✐♠
n→+∞

(

1

n✦
×

∫1

0

(1− t)n ❡①♣(t)dt

)

✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿ In =
1

n✦
×

∫1

0

(1 − t)n ❡①♣(t)dt✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ [0, 1]✱ ❞❡ ❧❛

❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❡①♣ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r [0, 1]✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

0 6 (1− t)n ❡①♣(t) 6 (1− t)ne.

P❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐♥✈♦q✉❡r ❝❛r ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t
✭0 < 1✮ ❡t t 7→ (1− t)n ❡①♣(t) ❡t t 7→ (1− t)ne s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [0, 1]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫1

0

0dt 6

∫1

0

(1− t)n ❡①♣(t)dt 6
∫1

0

(1− t)nedt

❈♦♠♠❡
1

n✦
> 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿ 0 6 In 6 e × 1

n✦
×
(

−
(1− 1)

(n+ 1)
+

0

(n+ 1)

)

♣✉✐s✱ ♣♦✉r t♦✉t

❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ♦♥ ❛ ✿

0 6 In 6
e

(n+ 1)✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✻
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❈♦♠♠❡ ❧✐♠
n→+∞

(0) = 0 ❡t ❧✐♠
n→+∞

(

e

(n+ 1)✦

)

= 0✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(In) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳

✺✳✸✳✺ ■♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

■♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g 6 h✳
❙♦✐t f : [g, h] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① s✉r [g, h]✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∣

∣

∣

∣

∫h

g

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

6

∫h

g

|f(t)|dt.

Proposition 252

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐❡♥t fn ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ J✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧✐♠
n→+∞

(∫

J

fn(t)dt

)

❡t
∫

J

(

❧✐♠
n→+∞

fn(t)

)

dt✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s fn

✭♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

fn : x 7→






n(1− nx) s✐ x ∈
[

0,
1

n

]

0 s✐ x ∈
[

1

n
, 1

]

❖♥ ❛ ❧✐♠
n→+∞

(∫1

0

fn(t)dt

)

=
1

2
❡t

∫1

0

(

❧✐♠
n→+∞

fn(t)

)

dt = 0✳ ◆❡ ✈♦✉s ✐♥q✉✐ét❡③ ♣❛s✱ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦s♦♥s an =
1

n
✱ ♦♥ ❛ ✿

∫1

0

fn(t)dt =

[

n×
(

x− n
x2

2

)]an

0

+ [0]
1
an

=
1

2

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✐♠
n→+∞

(∫1

0

fn(t)dt

)

=
1

2
✳ ❧✐♠
n→+∞

(fn(t)) ✈❛✉t 0 ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡
∫1

0

(

❧✐♠
n→+∞

fn(t)

)

dt =

0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✼
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❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳
❙♦✐t f : [g, h] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r [g, h]✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ f s✉r [g, h] ❧❡ ré❡❧
∫h

g

f(t)dt

h− g
✳

Définition 253

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ s✉r [0, 2] ❡st
0× (1− 0) + 1× (2− 1)

2− 0
s♦✐t

1

2
✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ f s✉r [g, h] ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉❡

❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ w ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r [g, h] ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t
∫h

g

w(t)dt =

∫h

g

f(t)dt✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❙♦✐❡♥t g ❡t h ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ g < h✳
❙♦✐t f : [g, h] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [g, h]✳
❆♣♣❡❧♦♥s m ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ f s✉r [g, h] ❡t M s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

m(h− g) 6

∫h

g

f(t)dt 6M(h− g).

Proposition 254

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡
s✐ f ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ m ❡t M ❛❧♦rs s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ss✐✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ é✈✐❞❡♥t

❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❞❡ss✐♥✱
∫b

a

g(t)dt ❡st ❧✬❛✐r❡ ❣r✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬❛✐r❡ ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡

❆❇❈❉ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❛✐r❡ ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❆❇❊❋✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✽
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✺✳✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

✺✳✹✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s

❙♦✐❡♥t u : J→ R ❡t v : J→ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r J ❛❧♦rs ✿

∫b

a

u ′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]ba −

∫b

a

u(t)v ′(t)dt.

Théorème 255

▼ét❤♦❞❡✿

◆♦t♦♥s U ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ u ❡t V ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ v✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t é✈❛❧✉❡r
∫b

a

u(t)v(t)dt ♣❛r

✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❡♥s❡r à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s tr♦✐s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∫b

a

u(t)v(t)dt,

∫b

a

U(t)v ′(t)dt ❡t
∫b

a

V(t)u ′(t)dt.

❙✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❡st ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t❡ à é✈❛❧✉❡r q✉❡
∫b

a

u(t)v(t)dt ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rs✉✐t ♥♦tr❡

✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳
◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡ss❛②❡③ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉s✉❡❧❧❡ ✭❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s u ❡t
❧❡s u ′ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥ts✮ ❡t✱ s✐ ❝❡❧❛ ♥✬❛❜♦✉t✐t ♣❛s✱ ❡ss❛②❡③ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❈✬❡st
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s s✐ ✿

• ❖♥ ✈❡✉t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❖♥ ❧❡ ❞ér✐✈❡✱ ❝❡❧❛ ❛❜❛✐ss❡ s♦♥ ❞❡❣ré✳ ❙✬✐❧ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré
n✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❞♦♥❝ n ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

• ❖♥ ✈❡✉t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ✭❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛r❝t❛♥❣❡♥t❡
✭❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✵✾
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• ❖♥ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥té✲
❣r❛❧❡s s❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✮✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❊①♣❧✐❝✐t❡r

(∫1

−1

(1− t2)ndt

)

n∈N

✳ P❡t✐t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s (n, p)✱ ♦♥

♣♦✉rr❛ ♣♦s❡r ✿ Bn,p =

∫1

−1

(1− t)n(1+ t)pdt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ t 7→ (1− t)n ❡t t 7→ (1+ t)n+1

n+ 1
s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [−1, 1]✳ P❛r

✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

Bn,n =

[

(1+ t)n+1

n+ 1
(1− t)n

]1

−1

+ n

∫1

−1

(1+ t)n+1

n+ 1
(1− t)n−1dt

=
n

n+ 1
Bn−1,n+1

=
n(n− 1)

(n+ 1)(n+ 2)
Bn−2,n+2

= · · · ✭❖♥ ♣♦✉rs✉✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✮

=
n✦

(n+ 1) · · · (n+ n)
B0,2n

=
(n✦)2B0,2n

(2n)✦

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B0,2n✱ q✉✐ ❡st
∫1

−1

(1 + t)2ndt✱ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ B0,2n ✈❛✉t
22n+1

2n+ 1
✱ ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
∫1

−1

(1− t2)ndt =
(n✦)222n+1

(2n)✦(2n+ 1)

=
(n✦)2

(2n+ 1)✦
22n+1

❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ 0✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✵
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✺✳✹✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❙♦✐❡♥t α ❡t β ❞❡✉① ré❡❧s✳ K ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ s❡❣♠❡♥t [α,β] s✐ α 6 β ❡t ❧❡ s❡❣♠❡♥t
[β,α] s✐ β 6 α✳
❙♦✐❡♥t f : J → R ❡t u : K → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r u(K) ❡t q✉❡ u ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r K✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
∫u(β)

u(α)

f(x)dx ❡t
∫β

α

f(u(t))u ′(t)dt ❡①✐st❡♥t ❡t ✿

∫u(β)

u(α)

f(x)dx =

∫β

α

f(u(t))u ′(t)dt.

❖♥ ❞✐t q✉✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x = u(t) ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❧✐❝✐t❡✳

Proposition 256

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ f ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r u(K) ❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✉r [u(α), u(β)]

♦✉ s✉r [u(β), u(α)] ✭u ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✮✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❱♦✉s ❛✉r❡③ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✈♦✉s ❞✐s❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✈♦✐r❡
♠ê♠❡ ✈♦✉s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❢❛✐r❡✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢❛r❢❡❧✉✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡③ ♣❛r ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✉s✉❡❧❧❡ ✭❛✈❡❝ ❞✉ u ′ ❡t ❞✉ u✮ ♦✉ t❡♥t❡③ ✉♥❡
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳

▼ét❤♦❞❡✿

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❧✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

à ❞r♦✐t❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s
∫u(b)

u(a)

f(x)dx ♦✉
∫b

a

f(u(t))u ′(t)dt s♦✉s ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❖♥ ❛ t♦✉t s✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ t②♣❡
∫β

α

g(x)dx à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

s♦✉❤❛✐té❡✱
∫u(b)

u(a)

f(x)dx ♦✉
∫b

a

f(u(t))u ′(t)dt ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✿

• ➱❣❛❧✐té ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿
❖♥ ✈❡✉t ♣♦s❡r x = u(t)✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ x ❞é❝r✐t [−1, 1]✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ✉♥
❝♦s✐♥✉s✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣♦✉✈♦✐r é❝r✐r❡ α ❡t β s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
u(a) ❡t u(b) ✿ à ✈♦✉s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r a ❡t b ♣✉✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ u ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r (a, b)
❡t q✉❡ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r u((a, b))✳

• ➱❣❛❧✐té ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡ ré♣èt❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥té❣r❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧❡✐♥ ❞❡ s✐♥✉s✳ ❖♥
✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡ ✧ ❜❧♦❝✧ u(x) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ✈♦✉s ✉t✐❧✐s❡r❡③
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❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❇✐♦❝❤❡ ✭❝❢ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs q✉❡ u s♦✐t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r (α,β) ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r u((α,β)) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ (α,β)✱ ♦♥ ❛✐t ✿

g(x) = f(u(x))× u ′(x).

P♦✉r tr♦✉✈❡r f✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢❛❝t♦r✐s❡r u ′(x) ❞❛♥s g(x) ❡t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ u(x)✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ x = u(t) ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ dx = u ′(t)dt✳
■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r u ′(t)dt✱ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r dx ♣✉✐s r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉s ❧❡s u(t) ♣❛r ❞❡s x✳
◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ✿ P❡♥❞❛♥t q✉❡ t é✈♦❧✉❡ ❞❡ a à b✱ x✱ q✉✐ ❡st u(t)✱ é✈♦❧✉❡
❞❡ u(a) à u(b)✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t x = s✐♥(t)✱ ♦♥ ❛ ✿

∫1

0

❝♦s(t) s✐♥3(t)

1+ s✐♥2(t)
dt =

∫ s✐♥(1)

s✐♥(0)

x3

1+ x2
dx

❖♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❝♦s(t)dt ♣❛r dx ❡t ❧❡s s✐♥(t) ♣❛r x✳ ❙✐ ✈♦✉s ❢❛✐t❡s ❛✐♥s✐✱ ♥✬♦✉❜❧✐❡③ ♣❛s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉❡ s✐♥ ❡st ❞❡

❝❧❛ss❡ s✉r C1 s✉r [0, 1] ❡t x 7→ x3

1+ x2
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r s✐♥([0, 1])✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
∫1

0

√

1− x2dx ❡t
∫10

0

❡①♣ (2t)
1+ 2 ❡①♣ (2t) + ❡①♣ (4t)

dt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✳
∫1

0

√

1− x2dx ❡①✐st❡ ❝❛r x 7→
√
1− x2 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1] ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ❛ ✿
∫1

0

√

1− x2dx =

∫u(π
2 )

u(0)

√

1− x2dx.

❛✈❡❝ u = s✐♥✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x = s✐♥(t) ❝❛r u ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1

s✉r
[

0,
π

2

]

✱ u
([

0,
π

2

])

⊂ [0, 1] ❡t x 7→
√
1− x2 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0❀ 1]✳ P❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
∫1

0

√

1− x2dx =

∫ π
2

0

√

1− s✐♥2(t) ❝♦s(t)dt

=

∫ π
2

0

| ❝♦s(t)| ❝♦s(t)dt

=

∫ π
2

0

1+ ❝♦s(2t)
2

dt ❝❛r ❝♦s ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✉r
[

0,
π

2

]

=
π

4

✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡①✐st❡ ❝❛r t 7→ 1 + 2 ❡①♣ (2t) + ❡①♣ (4t) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r [0❀ 10]✳
❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭q✉❡❧❧❡
s✉r♣r✐s❡ ✦✮✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

f : x 7→ 1

2(1+ 2x+ x2)
❡t u : t 7→ ❡①♣ (2t) .
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u ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [0, 10]✱ u([0, 10]) ⊂ [1, ❡①♣ (20)]✱ f ❡st✱ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
[1, ❡①♣ (20)]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x = ❡①♣ (2t) ✿

∫10

0

❡①♣ (2t)
1+ 2 ❡①♣ (2t) + ❡①♣ (4t)

dt =

∫10

0

f(u(t))× u ′(t)dt

=

∫ ❡①♣(20)

❡①♣(0)

1

2(1+ 2x+ x2)
dx

=

∫ ❡①♣(20)

1

1

2
× (1+ x)−2dx

=

[

−1

2(1+ x)

]❡①♣(20)

1

=
1

2

(

1

2
−

1

1+ ❡①♣(20)

)

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❇✐❡♥ ♣❡♥s❡r à ✈ér✐✜❡r t♦✉t❡s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❜❡❧❧❡ ❜êt✐s❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤â✲

t✐❢ ✿ P♦s♦♥s I =

∫π

0

dx

1+ ❝♦s2(x)
✳ P❛r ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ I ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ P❛r ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = t❛♥(x)✱ ♦♥ ❛ ✿

I =

∫ t❛♥(π)

t❛♥(0)

dt

1+ t2
1

1+
1

1+ t2

=

∫ t❛♥(π)

t❛♥(0)

dt

1+ 1+ t2

=

∫0

0

dt

2+ t2

= 0.

❘és✉❧t❛t ❢❛✉① ❝❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = t❛♥(x) s✉r [0, π] ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡ ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ t❛♥(0)

❡t t❛♥(π) ❡①✐st❡♥t ❜✐❡♥ ♠❛✐s t❛♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [0, π] à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ❧é❣❡r s♦✉❝✐ ❡♥
π

2
✳

❙♦✐t r ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
❙♦✐t f : [−r, r] → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① s✉r [−r, r]✳

✶✳ ❙✐ f ❡st ♣❛✐r❡ s✉r [−r, r] ❛❧♦rs
∫ r

−r

f(t)dt = 2

∫ r

0

f(t)dt✳

✷✳ ❙✐ f ❡st ✐♠♣❛✐r❡ s✉r [−r, r] ❛❧♦rs
∫ r

−r

f(t)dt = 0✳

Proposition 257
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❙♦✐t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
❙♦✐t f : R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦sé ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿

•
∫a+T

a

f(t)dt =

∫T

0

f(t)dt✳

• P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ ❛ ✿
∫b+nT

a+nT

f(t)dt =

∫b

a

f(t)dt✳

Proposition 258

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s s✐ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✐r❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡✳

▼ét❤♦❞❡✿

• ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ s✐ ✈♦✉s ✐♥té❣r❡③ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T ✱ ✈♦✉s
♣♦✉✈❡③ ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ✈♦✉s ❛rr❛♥❣❡✳

• ◗✉❛♥❞ ✈♦✉s ✐♥té❣r❡③ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝❡♥tré ❡♥ ③ér♦✱ r❡❣❛r❞❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡
❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r✐té✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❛❧♦rs ❝✬❡st s✉♣❡r ❝❛r ✈♦✉s ❛✈❡③ ✜♥✐ ✈♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡❧❛
❞♦♥♥❡ 0✳ ❙✐ ✈♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♣❛✐r❡✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❞❡✉① ✈♦tr❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱
❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❝✐t❡s✳

❆♣♣r❡♥❡③ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❝❡❧❛ ♣❡✉t ✈♦✉s ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐❞é❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡①♦s ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
∫2π

0

1− ❡①♣(s✐♥(x))
1+ ❡①♣(s✐♥(x))

dx✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
◆♦t♦♥s A ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ✭♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à

✐♥té❣r❡r✱ ❝♦♥t✐♥✉✐té à ♣r♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣❛r q✉♦t✐❡♥t✮✱ ❡t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ f : x 7→ 1− ❡①♣(s✐♥(x))
1+ ❡①♣(s✐♥(x))

✳

❱♦✉s ❛✈❡③ r❡♠❛rq✉é s❛♥s ❞♦✉t❡ q✉✬❡❧❧❡ ét❛✐t 2π ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ✭❝❢
❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✧❘❛♣♣❡❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡✧✮✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ 2π✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ♣✉✐s ❧✬✐♠♣❛r✐té ❞❡ f✱
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

A =

∫π

−π

1− ❡①♣(s✐♥(x))
1+ ❡①♣(s✐♥(x))

dx ♣❛r 2π✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ f

= 0 ♣❛r ✐♠♣❛r✐té ❞❡ f

❱♦✉s ✈♦②❡③ q✉❡ ❝✬❡st ♣❛s ♠❛❧ ❝❡s ❤✐st♦✐r❡s ❞✬✐♠♣❛r✐té✳✳✳ s✐ ✈♦✉s ❛✈❡③ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f✱
✈♦✉s ❛✈❡③ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡✉ ❞✉ ♠❛❧ ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✹
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✺✳✹✳✸ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

✘ ▲❡♠♠❡ ✷✺✾ ✿
❙♦✐❡♥t K1 ❡t K2 ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ R ❡t r ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r K1✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ K2✱ rx+ b ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K1✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ f(rx+ b)

s✉r K2 ❡st x 7→ F(rx+ b)

r
❡♥ ♥♦t❛♥t F ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f✳

❱♦✐❝✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ✈❛ ✐♥té❣r❡r ✿

❙♦✐t r ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ✿

• ❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 1

(x− a)
s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t

♣❛s a ❡st ✿ x 7→ ❧♥ (|x− a|)

• ❙✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 1

(x− a)n
❡st ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

(1− n)(x− a)n−1
s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t

♣❛s a ✳

• ❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 1

x2 + r2
❡st x 7→ 1

r
❛r❝t❛♥

(x

r

)

✳

Proposition 260

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ♣r✐♠✐t✐✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ x 7→ 1

x2 + px+ q
✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞

q✉✬♦♥ s❛❝❤❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✿

❙♦✐t (p, q) ∈ R
2✳ ❖♥ ♣♦s❡ ∆ = p2 − 4q ❡t P = X2 + pX + q✳ ❙✐ ∆ > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡

x1 ❡t x2 ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ❡t✱ s✐ ∆ = 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ x0 ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P✳
❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

1

x2 + px+ q
=






1

(x+ β)2 + α2
s✐ ∆ < 0

1

x1 − x2

(

1

x− x1
−

1

x− x2

)

s✐ ∆ > 0

1

(x− x0)2
s✐ ∆ = 0

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭❝❡❧✉✐ ♦ù ∆ < 0✮✱ β ❡t α s♦♥t ❞❡s ré❡❧s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

Proposition 261

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ∆ < 0✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✈♦✉s ❧❡ ❢❛✐s✐❡③ ❡♥ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✿ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✺



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ∆ < 0✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

x2 + px+ q =
(

x+
p

2

)2

+ q−
p2

4

=
(

x+
p

2

)2

+
4q− p2

4

=
(

x+
p

2

)2

+

(

√

−4q+ p2

2

)

❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❛r −4q+ p2 > 0✳

❙♦✐t (p, q) ∈ R
2✳ ❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f : x 7→ 1

x2 + px+ q
❡st ❞♦♥❝ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮ ✿

• x 7→ 1

α
❛r❝t❛♥

(

x+ β

α

)

s✐ ∆ < 0✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r R ❞❡ f✳

• x 7→ 1

x1 − x2
❧♥

(∣

∣

∣

∣

x− x1

x− x2

∣

∣

∣

∣

)

s✐ ∆ > 0✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f s✉r t♦✉t

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥✐ x1 ♥✐ x2✳

• x 7→ −1

x− x0
s✐ ∆ = 0✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥❡

❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s x0✳

Proposition 262

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ s❛✐t ♣r✐♠✐t✐✈❡r t♦✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥✐ ❞❡ ♠②stér✐❡✉s❡ ❢♦r♠✉❧❡
♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▼ét❤♦❞❡✿

Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✮ F q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
• ❙✐ F ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥❡ ♠②stér✐❡✉s❡

t❤é♦r✐❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ✭t❤é♦r✐❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❜❝s♣t✮✱
♥♦✉s ❞✐t q✉✬♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦s❡r F s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳
❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧✬é♥♦♥❝é ✈♦✉s
✐♥❞✐q✉❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❡t ✐❧ ✈♦✉s r❡st❡r❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

• ❙✐ F ❡st ❞é❥à ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

• P♦✉r x 7→ 1

(x− a)
✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st x 7→ ❧♥ (|x− a|)✳

• P♦✉r x 7→ 1

(x− a)n
✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st x 7→ 1

(1− n)(x− a)n−1
s✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✛ér❡♥t

❞❡ 1✳

• ❖♥ ✐♥tè❣r❡ x 7→ 1

x2 + α2
✭ α ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✮ ❡♥ x 7→ 1

α
×❛r❝t❛♥

( x

α

)

✳ ❉ér✐✈❡r ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r

❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✦

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✻



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

• x 7→ 1

x2 + px+ q
✳ ▲à✱ ç❛ s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡✳ ❱♦✉s ❛❧❧❡③ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ∆

❛✈❡❝ ∆ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ P = X2 + pX+ q ✿

✶✳ ❙✐ ∆ ❡st ♥✉❧✱ x 7→ 1

x2 + px+ q
❡st x 7→ 1

(x− x0)2
❛✈❡❝ x0 ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P✱ ✉♥❡

♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❛❧♦rs x 7→ 1

x0 − x
✳

✷✳ ❙✐ ∆ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ x 7→ 1

x2 + px+ q
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

x 7→ α

(

1

x− x1
−

1

x− x2

)

❛✈❡❝ α ré❡❧ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ x1 ❡t x2 ❧❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ P✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r α✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ✿

α×
(

1

x− x1
−

1

x− x2

)

= α× x− x2 − x+ x1

(x− x1)× (x− x2)

= α× x1 − x2

x2 + px+ q

♣✉✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ α ❡st
1

x1 − x2
✭✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ r❡t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❝÷✉r✱

r❡t❡♥❡③ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✦✮✳ ❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1

x2 + px+ q
❡st ❛❧♦rs x 7→

α ❧♥

(∣

∣

∣

∣

x− x1

x− x2

∣

∣

∣

∣

)

✳

✸✳ ❙✐ ∆ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✱ x 7→ 1

x2 + px+ q
❡st x 7→ 1

(x+ β)2 + α2
❛✈❡❝ β ❡t α ❞❡s

ré❡❧s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r β ❡t α✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿

x2 + px+ q =
(

x+
p

2

)2

+

(

q−
p2

4

)

.

❯♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 1

x2 + px+ q
❡st ❛❧♦rs x 7→ 1

α
❛r❝t❛♥

(

x+ β

α

)

✳

• x 7→ ax+ b

x2 + px+ q
✿ ❈✬❡st ❞❡ ♣✐r❡ ❡♥ ♣✐r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ✭✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱
♦♥ ❛ ✿

ax+ b

x2 + px+ q
=
a

2







2x+ p

x2 + px+ q
+

2b

a
− p

x2 + px+ q







◆❡ r❡t❡♥❡③ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❛✉ ♥✉♠é✲
r❛t❡✉r✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳ ❱♦✉s r❡♠❛rq✉❡r❡③ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ✿

ax+ b

x2 + px+ q
=

(

2x+ p

x2 + px+ q
+

(a− 2)x+ b− p

x2 + px+ q

)

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ s❛✐t ✐♥té❣r❡r
2x+ p

x2 + px+ q
✭x 7→ ❧♥

(

|x2 + px+ q|
)

❡♥ ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐✲

t✐✈❡✮ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡
2b
a

− p

x2 + px+ q
à ✐♥té❣r❡r ✭❝❡ q✉✬♦♥ s❛✐t ❢❛✐r❡

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✼



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✮ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 s✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2✳ ❘❡t❡♥❡③ ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❡t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❖♥ ♣♦s❡ I =
∫10

1

1

x× (1+ x+ x2)
dx✳ ❈❛❧❝✉❧❡r I ❛♣rès ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ❞❡s ré❡❧s a✱b ❡t c t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ x✱ ♦♥ ❛✐t ✿
1

x× (1+ x+ x2)
=
a

x
−

bx+ c

1+ x+ x2
✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ x× (1+ x+ x2) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❚♦✉t ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✱ ♦♥ ❛ ✿

a

x
−

bx+ c

1+ x+ x2
=
a+ ax+ ax2 − bx2 − cx

x× (1+ x+ x2)

=
(a− b)x2 + (a− c)x+ a

x× (1+ x+ x2)
.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ✿
1

x× (1+ x+ x2)
=
1

x
−

x+ 1

1+ x+ x2
✳ P❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡

❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

I =

∫10

1

1

x
dx−

∫10

1

x+ 1

1+ x+ x2
dx

= ❧♥(10) −
∫10

1

x+ 1

1+ x+ x2
dx.

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
∫10

1

x+ 1

1+ x+ x2
dx à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ s✉✐✈♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✦ ❖♥ ❛ ✿

∫10

1

x+ 1

1+ x+ x2
dx =

1

2

(∫10

1

1+ 2x

1+ x+ x2
dx+

∫10

1

1

1+ x+ x2
dx

)

=
1

2











[

❧♥(|1+ x+ x2|)
]10

1
+

∫10

1

1
(

1

2
+ x

)2

+
3

4

dx











=
1

2
❧♥

(

111

3

)

+
2

3

∫10

1

1
(

2√
3

(

1

2
+ x

))2

+ 1

dx

=
1

2
❧♥

(

111

3

)

+
1√
3

[

❛r❝t❛♥

(

2√
3

(

1

2
+ x

))]10

1

❇r❡❢✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ♣❛s ♠❛❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ✿

I = −
5
√
3 ❛r❝t❛♥(7

√
3)

9
+
1

2
❧♥

(

100

37

)

+
5π

√
3

27
−
1

37
.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✶✽
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✺✳✹✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❇✐♦❝❤❡

❙♦✐t F ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t α ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳
▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ x 7→ F(❝♦s(αx), s✐♥(αx)) ♣❡✉✈❡♥t s✬♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖♥ ♣♦s❡ w(x) = F(❝♦s(αx), s✐♥(αx))dx ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ −x ✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣té ❡st t = ❝♦s(x)

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π − x ✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣té ❡st t = s✐♥(x)

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π + x ✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣té ❡st t = t❛♥(x)

• ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ t = t❛♥
(x

2

)

.

Proposition 263

▼ét❤♦❞❡✿

❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥té❣r❡r x 7→ F(❝♦s(x), s✐♥(x)) ❛✈❡❝ F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✈❛
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❜♦♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✈♦✉s ♥✬❛✉r❡③ ♣❧✉s
q✉✬à ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❱♦✉s s❛✈❡③ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❡♣✉✐s q✉❡ ✈♦✉s ❛✈❡③ tr❛✈❛✐❧❧é ❧❛ t❡rr✐❜❧❡
♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✦ P♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❇✐♦❝❤❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ w(x) = F(❝♦s(x), s✐♥(x))dx ❡t ♦♥ ❢❛✐t
❧❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts ✿

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ −x ✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = ❝♦s(x)
❡st ❛❞❛♣té ✭❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉rr❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♠❛✐s ♦♥ ❡st sûr q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ♣❡rt✐♥❡♥t✮✳

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π− x ✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = s✐♥(x)
❡st ❛❞❛♣té ✭❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉rr❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♠❛✐s ♦♥ ❡st sûr q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ♣❡rt✐♥❡♥t✮✳

• ❙✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π+ x ✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = t❛♥(x)
❡st ❛❞❛♣té ✭❯♥ ❛✉tr❡✳✳✳✮✳

• ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ t = t❛♥
(x

2

)

✭❯♥ ❛✉tr❡✳✳✳✮✳

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✈♦♥t êtr❡ t❡rr✐❜❧❡s ✦ ❱ér✐✜❡③ à ♥♦✉✈❡❛✉ s✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ ♠❛r❝❤❡ ♣❛s ❛✈❛♥t ❞❡ ✈♦✉s ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✦ P♦✉r r❡t❡♥✐r ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝✬❡st très s✐♠♣❧❡✱ ✈♦✉s ❝❤♦✐s✐ss❡③ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ w(x)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π − x ❡st s✐♥ ❡t ✈♦✉s ❛❧❧❡③ ♣♦s❡r t = s✐♥(x) s✐ w(x) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π− x✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ ♣✉ ♥♦té q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ♣♦séw(x) = F(❝♦s(x), s✐♥(x))dx ❡t ♣❛sw(x) = F(❝♦s(x), s✐♥(x))✳
◆✬♦✉❜❧✐❡③ ♣❛s ❝❡ dx✱ ç❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ s✐ ✈♦✉s ❢❛✐t❡s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π + x ♠❛✐s ✉♥ s✐❣♥❡ −

❛♣♣❛r❛ît s✐ ✈♦✉s ❢❛✐t❡s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ π− x ♦✉ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x 7→ −x✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
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Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
∫b

a

s✐♥n(x) ❝♦sp(x)dx ❛✈❡❝ n ❡t p ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r x 7→ s✐♥n(x) ❝♦sp(x)

❡t é✈✐t❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u = t❛♥(x)✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❈❛❧❝✉❧❡r
∫0

π
2

2 ❝♦s(u) + s✐♥(2u)
4− 2 ❝♦s2(u) + 2 s✐♥(u)

du ❡t
∫π/4

0

❝♦s2(t) s✐♥4(t)dt✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ✭✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥✈♦✲
q✉❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t❡s✮✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ s✐♥✉s ❡t ❝♦s✐♥✉s✱
♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❇✐♦❝❤❡✳

✶✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r A✮✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣té ❡st
x = s✐♥(u) ❝❛r ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ u 7→ π− u✳ ❖♥ ❛ ✿

A =

∫0

π
2

2 ❝♦s(u) + 2 s✐♥(u) ❝♦s(u)

4− 2+ 2 s✐♥2(u) + 2 s✐♥(u)
du

=

∫0

π
2

1+ s✐♥(u)

1+ s✐♥2(u) + s✐♥(u)
× s✐♥ ′(u)du

❖♥ ♣♦s❡ f : x 7→ 1+ x

1+ x2 + x
✳ P❛r q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡

♣❛s✱ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✐♥ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R✱ s✐♥(R) ⊂ R✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐♥(u) = x✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

A =

∫0

π
2

f(s✐♥(u)) s✐♥ ′(u)du

=

∫ s✐♥(0)

s✐♥(π
2 )
f(x)dx

=

∫0

1

1+ x

1+ x2 + x
dx

❉❛♥s ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é ♣r❡sq✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✭❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝
❧❡s ❜♦r♥❡s ❝❤❛♥❣é❡s✮ ✿ ❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ✜♥✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✦

✷✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✮
❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❝♦s4(x) s✐♥2(x) =

(

❡①♣ (ix) + ❡①♣ (−ix)
2

)4

×
(

❡①♣ (ix) − ❡①♣ (−ix)
2i

)2

=

(

❡①♣ (4ix) + 4 ❡①♣ (2ix) + 6+ 4 ❡①♣ (−2ix) + ❡①♣ (−4ix)
16

)

×
(

− ❡①♣ (2ix) + 2− ❡①♣ (−2ix)
4

)

=
− ❡①♣ (6ix) − 2 ❡①♣ (4ix) + ❡①♣ (2ix) + 4

64

+
❡①♣ (−2ix) − 2 ❡①♣ (−4ix) − ❡①♣ (−6ix)

64

=
− ❝♦s(6x) − 2 ❝♦s(4x) + ❝♦s(2x) + 2

32

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✵



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

P❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∫π/4

0

❝♦s2(t) s✐♥4(t)dt =

[

− s✐♥(6x)
192

+
− s✐♥(4x)
64

+
s✐♥(2x)
64

+
x

16

]π/4

0

=
4+ 3π

192

❆✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❇✐♦❝❤❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞û ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u = t❛♥(t) ❝❡ q✉✐

tr❛♥s❢♦r♠❡
∫π/4

0

❝♦s2(t) s✐♥4(t)dt ❡♥
∫ t❛♥(π/4)

t❛♥(0)

u4

(1+ u2)4
du✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ s✬❡♥ s♦rt✐r ♠❛✐s

❝❡❧❛ ❛✉r❛✐t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣é♥✐❜❧❡ ✿ ❊ss❛②❡③ ♣♦✉r ✈♦✐r ✦

✺✳✺ ❙♦♠♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1]✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥
♥✉❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ f s✉r [0, 1] ❧❡s ❞❡✉① ré❡❧s s✉✐✈❛♥ts ✿

S1,n(f) =
1

n
×

n−1∑

k=0

f

(

k

n

)

❡t S2,n(f) =
1

n
×

n∑

k=1

f

(

k

n

)

.

❈❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡s ❞✬❛✐r❡s ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛ss♦❝✐és à f✳

Définition 264

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s✳ Pr❡♥♦♥s f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡

s✉r [0, 1] ❡t ❞é❝♦✉♣♦♥s [0, 1] ❡♥ n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
1

n
✳ ❖♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✶



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ❙♦♠♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

1

n
❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ t♦✉s ❝❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡t f

(

k

n

)

❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ k✲✐è♠❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❆✐♥s✐
n−1∑

k=0

f

(

k

n

)

❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s r❡♣rés❡♥tés ❛✉✲❞❡ss✉s✳

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, 1]✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1] ❛❧♦rs
❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ f s✉r [0, 1] ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ♦♥ ❛ ✿

❧✐♠
n→+∞

(

1

n
×

n−1∑

k=0

f

(

k

n

)

)

=

∫1

0

f(t)dt

❧✐♠
n→+∞

(

1

n
×

n∑

k=1

f

(

k

n

)

)

=

∫1

0

f(t)dt
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❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ très

❜✐❡♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ s✐❣♥❛❧❡ q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
∫1

0

f(t)dt ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡s

❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ f✳ ❖♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✭✐✳❡✳ n✮✱ ♦♥ s✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r
1

n

n∑

k=1

f

(

k

n

)

✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✷



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧

▼ét❤♦❞❡✿

◗✉❛♥❞ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r k ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à n − 1 ♦✉ ❞❡ 1 à n ❡t q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✲
✈♦✐r s✐ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿

✶✳ ❖♥ ❢❛❝t♦r✐s❡ ♣❛r
1

n
✳

✷✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
k

n
✳

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f✳

❙✐ f ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1]✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❛♣♣❡❧ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs
∫1

0

f(t)dt à ❝❛❧❝✉❧❡r

✭❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣é♥✐❜❧❡ ✦✮✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◗✉❛♥❞ ♦♥ é❝r✐t
1

n

n−1∑

k=0

f

(

k

n

)

♦✉
1

n

n∑

k=1

f

(

k

n

)

✱ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡

n ✭❙✐♥♦♥✱ q✉❛♥❞ ✈♦✉s ❛✉❣♠❡♥t❡③ n✱ ✈♦✉s ❛✉❣♠❡♥t❡③ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛✐s ✈♦✉s ❝❤❛♥❣❡③ ❛✉ss✐
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✦✮✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❉ét❡r♠✐♥❡r✱ s✐ ❡❧❧❡s ❡①✐st❡♥t✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡

(

(

(2n)✦
n✦nn

)1/n
)

n∈N∗

✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆♣♣❡❧♦♥s (vn)n∈N∗ ❝❡tt❡ s✉✐t❡✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ vn ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♦♥ ❛ ✿

❧♥(vn) =
1

n
× ❧♥















2n∏

k=1

k

nn

n∏

k=1

k















=
1

n
× ❧♥















2n∏

k=n+1

k

nn















♣❛r té❧❡s❝♦♣❛❣❡

=
1

n
× ❧♥

(

2n∏

k=n+1

(

k

n

)

)

=
1

n
×

2n∑

k=n+1

❧♥

(

k

n

)

=
1

n
×

n∑

k=1

❧♥

(

k+ n

n

)

♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡

=
1

n
×

n∑

k=1

f

(

k

n

)

❛✈❡❝ f : x 7→ ❧♥(1+ x)
■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✸



Partie 13: ❈❛❧❝✉❧ ■♥té❣r❛❧ ❙♦♠♠❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❖r f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1] ❞♦♥❝ (❧♥(vn))n∈N∗ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
∫1

0

f(t)dt ✐✳❡✳ 2 ❧♥(2) − 1 ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧✳

(vn)n∈N∗ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ✈❡rs
4

e
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✹



P❛rt✐❡ ✻

➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

✻✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

✻✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

• ■♥té❣r❡r ✭♦✉ ❘és♦✉❞r❡✮ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳

Définition 266

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❉❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❘❈✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r q ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

∀t ∈ R
+, q ′(t) +

1

RC
× q(t) = V

R
.

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

q :






R
+ → R

t 7→ ❡①♣

(

−
t

RC

)

+ VC

■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s✳

✻✳✶✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ a ❡t b s❡r♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s✱ I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s s❛♥s ❛✉❝✉♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ a ❡t b✳

✷✷✺



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♥st❛♥ts ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ y ′ + ay = b ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✲
✈❛❜❧❡ s✉r I✳

• ❘és♦✉❞r❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ I
y
✲ R

t❡❧❧❡ q✉❡ y ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ❞❡ I✱ ♦♥ ❛✐t ✿

y ′(x) + ay(x) = b.
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ : t 7−→ b

a
❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ y ′ + ay = b ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥

❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳ ❊♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ s♦✉✈❡♥t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦✉
❧❡ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❘❈ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ VC✱
❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

q ′ +
1

RC
× q =

V

R

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ q ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R+

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ y ′ + ay = b ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿





f :






I → R

x 7→ b

a
+ λ ❡①♣ (−ax)

, λ ∈ R





.
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ q ′+
1

RC
×q =

V

R
❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ q ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡

s✉r R+ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




q :






R
+ → R

t 7→ λ ❡①♣

(

−
t

RC

)

+ VC
, λ ∈ R





.

❙✐ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q s✉✐✈❛♥t❡ ✿

q :






R
+ → R

t 7→ −VC ❡①♣

(

−
t

RC

)

+ VC
.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✻



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts (E) ❡st ❧❛

s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E)✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ b

a
s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿

y ′ + ay = 0

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E)✳

✻✳✶✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❡t a✱ b✱ c ❡t d q✉❛tr❡ ré❡❧s✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♥st❛♥ts ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ay

′′
+ by ′ + cy = d (E) ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳
• ❘és♦✉❞r❡ (E)✱ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ I

y
✲ R t❡❧❧❡ q✉❡ y ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s

❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ❞❡ I✱ ♦♥ ❛✐t ✿

ay
′′
(x) + by ′(x) + cy(x) = d.
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✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ 2y
′′
+3y ′+4y = 9 ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙✐ a = 0✱ (E) ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à ❧❡s rés♦✉❞r❡✱ ♦♥ s❡ ♣❡r♠❡ttr❛
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a 6= 0 ❡t✱ ♣❛r ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r a✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a = 1✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

• I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s✳ b✱ c ❡t d tr♦✐s ré❡❧s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ c ♥♦♥ ♥✉❧✳
• (E) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿ y

′′
+

by ′ + cy = d (E)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✼



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E) ❧✬ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ (H) ❞✬✐♥✲
❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y
′′
+ by ′ + cy = 0 (H)
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❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ (H) ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E)✳

❖♥ ✈❛ ♥♦t❡r S0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (H)✳ P♦✉r ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❡r✱ ♦♥ rés♦✉t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (H)✱ ❝✬❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ x ❝♦♠♣❧❡①❡✱
x2 + bx+ c = 0✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s r1 ❡t r2✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ✿

S0 =

{

f :

{
I → R

x 7→ λ ❡①♣ (r1x) + µ ❡①♣ (r2x)
, (λ, µ) ∈ R

2

}

.

✷✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ r0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

S0 =

{

f :

{
I → R

x 7→ (λ+ µx)× ❡①♣ (r0x)
, (λ, µ) ∈ R

2

}

.

✸✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡❧❧❡s s❡r♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ α+ iβ ❡t α− iβ ❛✈❡❝ (β,α) ∈ R

2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

S0 =

{

f :

{
I → R

x 7→ (λ ❝♦s(βx) + µ s✐♥(βx)) ❡①♣ (αx)
, (λ, µ) ∈ R

2

}

.

Proposition 271

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ❙✐ φ(0) = 2✱ φ(1) = 7e3 ❡t φ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s
❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ✿

y ′′ − 6y ′ + 9y = 0

❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

φ :

{
R → R

x 7→ (2+ 5x) ❡①♣ (3x)
.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✽
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✷✳ ❙✐ φ(0) = 2✱ φ
(π

4

)

= 1 ❡t φ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s

❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ✿

y ′′ + 2y ′ + 5y = 0

❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

φ :

{
R → R

x 7→ (2 ❝♦s(2x) + s✐♥(2x)) ❡①♣(−x)
.

❙♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E)

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ❡t ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (H)✳

Proposition 272

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E)✱ ❝✬❡st

x 7→ d

c
✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ φ(0) = 9 ❡t φ ′(0) = 22 ❡t φ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R✱ 3y ′′ − 18y ′ + 24y = 24 ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 12✱ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿

{

f :

{
I → R

x 7→ λ ❡①♣ (4x) + µ ❡①♣ (2x)
, (λ, µ) ∈ R

2

}

♣✉✐s ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ x 7→ 1 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ❡♥✜♥✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s λ ❡t µ ♣♦✉r

♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿ φ :

{
R → R

x 7→ 3 ❡①♣ (4x) + 5 ❡①♣ (2x) + 1
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✷✾



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

✻✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

✻✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❡t I
a,b
✲ R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I✳

• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
rés♦❧✉❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✿

y ′ + a(x)y = b(x) (E)

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳

• ■♥té❣r❡r ✭♦✉ ❘és♦✉❞r❡✮ (E)✱ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ I
y
✲ R t❡❧❧❡ q✉❡

y ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x ❞❡ I✱ ♦♥ ❛✐t ✿ y ′(x) +

a(x)y(x) = b(x).
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❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿
• I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s✳
• a ❡t b ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I✳
• (E) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿

y ′ + a(x)y = b(x) (E).

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ c(x)y ′ + a(x)y = b(x) ❛✈❡❝ ✿
• I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s✳
• a✱ b ❡t c tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I✳
• y ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳
❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ c ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥t ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡✳

✷✳ ❖♥ ♥❡ ✈❡rr❛ ♣❛s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥
❝♦♥st❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✦

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲✬éq✉❛t✐♦♥ (x2 − 1)y ′ − xy = s✐♥(x) ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t s✉r ] −∞,−1[ ✱ s✉r ] − 1, 1[ ♦✉ s✉r ]1,+∞[✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✿

y ′ −
x

x2 − 1
y =

s✐♥(x)
x2 − 1

q✉✐ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ rés♦❧✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✵
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✻✳✷✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E) ❧✬ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ (H) ❞✬✐♥✲
❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y ′ + a(x)y = 0 (H)

Définition 274

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ (H) ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿

y ′ + a(x)y = 0 (H)

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
(H) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{

f :

{
I → R

x 7→ Ce−A(x)
, C ∈ R

}

❛✈❡❝ A ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ a

Proposition 275

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❙♦✐t a ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
y ′ + ay = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡st ✿

{

f :

{
I → R

x 7→ Ce−ax
, ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡

}

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ (1+ x2)y ′ +
y

❛r❝t❛♥(x)
= 0 s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0,+∞[✳

❈❡tt❡ éq✉❛❞✐✛ ❛ ❞✉ s❡♥s ❝❛r ❛r❝t❛♥ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r ]0,+∞[✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1+x2

♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ]0,+∞[✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿

(1+ x2)y ′ +
y

❛r❝t❛♥(x)
= 0⇐⇒ y ′ +

y

(1+ x2) ❛r❝t❛♥(x)
= 0 (H)

❚♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡r x 7→ 1

(1+ x2) ❛r❝t❛♥(x)
✳❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❞✉

u ′

u
✱ x 7→

❧♥(| ❛r❝t❛♥(x)|) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (H) q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✶



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f :

{
]0,+∞[ → R

x 7→ C ❡①♣ (− ❧♥ (❛r❝t❛♥(x)))
, C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✳

s♦✐t f :






]0,+∞[ → R

x 7→ C

❛r❝t❛♥(x)
, C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✳

✻✳✷✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E)

• (E) ❛ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙♦✐t y0 ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E)✳
• ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
(E) ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (H)✳

• ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ a✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (E) ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{

f :

{
I → R

x 7→ y0(x) + Ce
−A(x)

, C ∈ R

}

Proposition 276

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r rés♦✉❞r❡ (E)✱ ♦♥ r❡s♣❡❝t❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ (H)✳

✷✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ✭✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉✣t ✦✮✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢❛❝✐❧✐t❛♥t
❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

✶✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

y ′ + s✐♥(x)y = 2 s✐♥(x) (E1), y
′ + xy = x2 + 1 (E2) et (1+ x

2)y ′ − 2xy = x (E3).

✷✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−xy ′ + (x− 1)y = x3 (E)

s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ] −∞, 0[ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a, b, c ❡t d q✉❛tr❡ ré❡❧s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

x 7→ ax2 + bx+ c+
d

x
s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) s✉r ] −∞, 0[✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✷



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ x 7→ 2x

1+ x2
❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

(1+ x2)y ′′ + 2xy ′ − 2 = 0 s✉r R✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✈✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛✐s ✐❝✐✱ ❡❧❧❡s s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ✦

✭❛✮ P♦✉r (E1)✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ x 7→ 2 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E1)✳ ■❧ s✉✣t
❞❡ ❞ér✐✈❡r ♣♦✉r s✬❡♥ ❛ss✉r❡r ✦

✭❜✮ P♦✉r (E2)✱ x 7→ x ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E2)✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ♣♦✉r s✬❡♥
❛ss✉r❡r ✦

✭❝✮ P♦✉r (E3)✱ x 7→ x2

2
❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E3)✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ♣♦✉r s✬❡♥

❛ss✉r❡r ✦

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡✉r éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✭❝❢ ♣❛rt✐❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ♣✉✐s ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❖♥ ✈♦✉s ❞♦♥♥❡
❧❡s ré♣♦♥s❡s ✿ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E1) ❡st ✿

x 7→ 2+ C ❡①♣ (❝♦s(x)) (C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E2) ❡st ✿

x 7→ x+ C ❡①♣

(

−d
x2

2

)

(C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E3) ❡st ✿

x 7→ x2

2
+ C(1+ x2) (C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

✷✳ ❉é❥à✱ s✉r ] −∞, 0[✱ x 7→ −x ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❞✬♦ù ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿

−xy ′ + (x− 1)y = x3 ⇐⇒ y ′ +
1− x

x
y = −x2

❊♥ ♣r✐♠✐t✐✈❛♥t x 7→ 1− x

x
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ x 7→ C

❡①♣(x)
x

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ ❡st

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (H)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E)✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡

φ : x 7→ ax2+bx+c+
d

x
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝✬❡st ❛ss❡③ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✦ P♦✉r

t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿

−xφ ′(x) + (x− 1)φ(x) = −x

(

2ax+ b−
d

x2

)

+ (x− 1)

(

ax2 + bx+ c+
d

x

)

= ax3 + (b− 3a)x2 + (c− 2b)x+ (d− c)

P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

φ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭❊✮ ⇔ ∀x ∈ R, −xφ ′(x) + (x− 1)φ(x) = x3

⇔ ∀x ∈ R, ax3 + (b− 3a)x2 + (c− 2b)x+ (d− c) = x3

⇔






a = 1

−3a+ b = 0

c− 2b = 0

d− c = 0

⇔ a = 1, b = 3, c = 6 ❡t d = 6
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Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ✿

x 7→ x2 + 3x+ 6+
6

x

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) s✉r ] −∞, 0[ ❡st ✿

x 7→ x2 + 3x+ 6+
6

x
+ C

❡①♣(x)
x

(C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

✸✳ • ❩✉t ❛❧♦rs✱ ❝✬❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✦ P❛s ❞❡ ♣❛♥✐q✉❡ ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ z = y ′✳ ❙✐ y ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

(1+ x2)z ′ + 2xz− 2 = 0.

• ▲❛ ✈♦✐❧à ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✦ ❇♦♥✱ ❧❡ 1 + x2 ♥❡ ♥♦✉s ❢❛✐t ♠ê♠❡ ♣❛s ♣❡✉r
♣✉✐sq✉❡ x 7→ 1+ x2 ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r R✳ ❖♥ ❛ ✿

(1+ x2)z ′ + 2xz− 2 = 0⇐⇒ z ′ +
2x

1+ x2
z−

2

1+ x2
= 0 (E)

(E) ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ s♦♥ éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

z ′ +
2x

1+ x2
z = 0 (H)

❘és♦❧✈♦♥s (H)✳ x 7→ ❧♥(|1+ x2|) ét❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ x 7→ 2x

1+ x2
✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (H)

s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f : x 7→ C ❡①♣
(

− ❧♥
(

|1+ x2|
))

, C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡

s♦✐t f : x 7→ C

1+ x2
✱ C ❞é❝r✐✈❛♥t R✳

• ■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E)✳ ❖♥ ♥♦✉s ❛ ❞❡♠❛♥❞é
❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ ❈❡ ❞♦✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E)✳ ❊t
♦✉✐✱ ç❛ ♠❛r❝❤❡ ✦ ❇r❡❢✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (E) s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f : x 7→ C+ 2x

1+ x2
, C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ y ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛❞✐✛ (1 + x2)y ′′ + 2xy ′ − 2 = 0 s✉r R ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ C
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

y ′ : x 7→ C+ 2x

1+ x2

s♦✐t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C ❡t D ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

y : x 7→ C ❛r❝t❛♥(x) + ❧♥(1+ x2) +D.
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Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

✻✳✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ❡♥ ❧❛ ❝❤❡r❝❤❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

x 7→ λ(x)× ❡①♣ (−A(x))

♦ù A ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ a ❡t λ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✳

Proposition 277

▼ét❤♦❞❡✿

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛✉ ♥♦♠ ♣❧✉s q✉❡ ❝✉r✐❡✉①✱ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

y : x 7→ λ(x)× φ(x)

❛✈❡❝ λ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t φ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ (H)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬♦♥
✈❛ ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❧à✳
■❧ s✉✣t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ y ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E) ✭♦♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❞♦♥❝ ❝❡ y ❞❛♥s ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ λ ✭✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❧✉s ② ❛✈♦✐r ❞❡ λ✮✳ ❖♥ ✐♥tè❣r❡ ❡t ❧❡
t♦✉r ❡st ❥♦✉é ✦ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♠❛✐s ♠❛r❝❤❡ ❜✐❡♥✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ❡st ❝❡❧❧❡
♦ù ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ✦
❆tt❡♥t✐♦♥✱ à ❢♦r❝❡ ❞❡ ♥❡ ✈♦✉s ✐♥tér❡ss❡r q✉✬à λ✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ t❡♥❞❛♥❝❡ à é❝r✐r❡ à ❧❛ ✜♥ q✉❡ ❝✬❡st λ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r✳ ❊t ♥♦♥✱ ❝✬❡st x 7→ λ(x)× φ(x)✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
]

−
π

2
,
π

2

[

✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ I✮ ✿

y ′ − t❛♥(x)y = − ❝♦s2(x)(E).

❊♥ ♣r✐♠✐t✐✈❛♥t x 7→ − t❛♥(x)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ x 7→ C ❡①♣ (− ❧♥(❝♦s(x))) ✐✳❡✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ C

❝♦s(x)
✱

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✱ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (H)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❛ss♦❝✐é❡ à (E)✱ s✉r I✳

P♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ y : x 7→ λ(x)

❝♦s(x)
❛✈❡❝ λ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I✳ ❖♥ ❛ ✿

y ✈ér✐✜❡ (E) ⇔ ∀x ∈ I, y ′(x) − t❛♥(x)y(x) = − ❝♦s2(x)

⇔ ∀x ∈ I, λ ′(x)

❝♦s(x)
+ λ(x) (φ ′(x) − t❛♥(x)φ(x)) = − ❝♦s2(x)
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Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❡♥ ♥♦t❛♥t φ : x 7→ 1

❝♦s(x)
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ (H) ❞✬♦ù ✿

y ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) ⇐⇒ ∀x ∈ I, λ
′(x)

❝♦s(x)
= − ❝♦s2(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, λ ′(x) = − ❝♦s3(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, λ ′(x) =
1

4
❝♦s(3x) +

3

4
❝♦s(x)

P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❛❧❧❡③ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ✦ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λ : x 7→ 1

12
s✐♥(3x) +

3

4
s✐♥(x)

λ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ❡t ♦♥ ❛ ✿ λ ′ : x 7→ ❝♦s(3x)
4

+
3 ❝♦s(x)
4

✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ❡st ✿

y : x 7→ s✐♥(3x)
12 ❝♦s(x)

+
3 t❛♥(x)
4

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) s✉r I ❡st ✿

x 7→ s✐♥(3x)
12 ❝♦s(x)

+
3

4
t❛♥(x) +

C

❝♦s(x)
(C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡).

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

• ❙♦✐t (E) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡
s✉r I ✿

y ′ + a(x)y = b1 + b2(x) + · · ·+ bn(x) (E)

❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t I
b1,...,bn

✲ R n ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r
I✳

• ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ (E) ❡st ✿

x 7→ y1(x) + y2(x) + · · ·+ yn(x)

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t k ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à J1, nK✱ yk ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉♣♣♦✲
sé❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ (Ek) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥
❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿

y ′ + a(x)y = bk(x) (Ek)

Proposition 278

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✻



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

❘és♦✉❞r❡ s✉r
]

−
π

2
,
π

2

[

❧✬ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y ′ + t❛♥(x)y = s✐♥(2x) +
1

❝♦s(x)
(E)

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
x 7→ −2 ❝♦s2(x) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ✿

y ′ + t❛♥(x)y = s✐♥(2x) (E1).

❉ér✐✈❡③ ♣♦✉r ✈♦✉s ❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ q✉❡ s✐♥ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ✿

y ′ + t❛♥(x)y =
1

❝♦s(x)
(E2)

P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ x 7→ s✐♥(x) − 2 ❝♦s2(x) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞❡ (E)✳ ❖♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ x 7→ C ❝♦s(x) ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (H)✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (E)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) ❡st ✿

x 7→ s✐♥(x) − 2 ❝♦s2(x) + C ❝♦s(x) (C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡).

✻✳✷✳✺ ❘❡❝♦❧❧❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿
• I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❡❧s✳
• a✱ b ❡t c tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r I✳
• (F) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r I ✿

a(x)y ′ + b(x)y = c(x) (F).

❙♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r rés♦✉❞r❡ (F)✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ a✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ q✉✬♦♥ ♦r❞♦♥♥❡
x1 < x2 < · · · < xn✳ ❙✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ]xi, xi+1[ ✭♣♦✉r i ❞❛♥s J1, n− 1K✮ ♦✉ s✉r ] −∞, x1[

♦✉ s✉r ]xn,+∞[✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (F) éq✉✐✈❛✉t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

y ′ +
b(x)

a(x)
y =

c(x)

a(x)

❡t ç❛✱ ♦♥ s❛✐t ❢❛✐r❡ ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ |x|y ′ + (x− 1)y = x3(E) s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐és✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✼



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❖♥ ♣♦s❡ I1 = R
⋆

− ❡t I2 = R
⋆

+✳ ❙✉r I1✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à rés♦❧✉ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭❝❢ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✧ ❙♦❧✉t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E)✧✮✳ ❖♥ ❛✈❛✐t tr♦✉✈é q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) s✉r I1 ❡st ✿

x 7→ x2 + 3x+ 6+
6

x
+ C

❡①♣(x)
x

(C ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

❙✉r I2✱ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ (E) s✉r I2 ❡st ✿

x 7→ x2 − x+Dx ❡①♣(−x) (D ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡)

❆tt❡♥t✐♦♥✱ ♥✬❛♣♣❡❧❡③ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ C ❡t
D s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ✦

❙♦❧✉t✐♦♥ s✉r I

▲à✱ ç❛ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿

▼ét❤♦❞❡✿

❙♦✐❡♥t x1 < x2 < · · · < xn ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ a✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❞❡ J1, n − 1K✱ Ii
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]xi, xi+1[✱ I0 ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ] −∞, x1[ ❡t In ]xn,+∞[✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ç❛ ❡♥ 3 ét❛♣❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ J0, nK✱ rés♦✉❞r❡ (F) s✉r Ii éq✉✐✈❛✉t à rés♦✉❞r❡ ✿

y ′ +
b(x)

a(x)
y =

c(x)

a(x)

❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✿

yi :

{
Ii → R

x 7→ Civi(x) +wi(x)
, ❛✈❡❝ Ci ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡✳

♦ù vi ❡t wi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❡①♣❧✐❝✐t❡r✳

✷✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ (F) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

y : x 7→






C1v1(x) +w1(x) s✐ x ∈ I1
C2v2(x) +w2(x) s✐ x ∈ I2
· · ·
Cnvn(x) +wn(x) s✐ x ∈ In

, ❛✈❡❝ C1, C2, · · · , Cn ré❡❧s ✜①és✳

■❧ r❡st❡ à r❡❝♦❧❧❡r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉①✱ ✐✳❡✳ r❡❣❛r❞❡r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts x1, x2, · · · , xn✳
P♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ✈❡✉t ✿

a(x)y ′(x) + b(x)y(x) = c(x)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❧✬✉♥ ❞❡s xi ✿

b(xi)y(xi) = c(xi)

♣✉✐sq✉❡ a(xi) = 0 ❞✬♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ y(xi) ✭s✐ b(xi) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✮✳

✸✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s y ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✭❡t ♦♥ ❡♥ ❛ ✉♥ ♣❛q✉❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
C1, C2, · · · , Cn s♦♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮✱ ♦♥ ✈❛ ❧❡s t❡st❡r ✿ ■❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✭❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧❡s xi✮✳ ❙✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st✱ ♦♥ ❛❥✉st❡ ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s Ci ♣♦✉r q✉❡ y s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✽



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❢❛✐t t♦✉t ❝❡ ❜♦✉❧♦t✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
à ❧❛ ✜♥ ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ (F)✳

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐ s✐ ♦♥ ❛✉r❛ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♥❡ ♣❛s ❡♥ ❛✈♦✐r
♦✉ ❡♥ ❛✈♦✐r 1✱ 2✱ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ✦ ❖♥ ♣❡✉t à ❧❛ ✜♥ ❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Ci ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s
✭C1 = 0✱ C2 = 3✳✳✳✮✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ C2 = 3C4 + 2 ♦✉ ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞❡♠❡✉r❡♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❇r❡❢✱ ❝✬❡st ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s ✦ ◆❡ ✈♦✉s ❛✈❡♥t✉r❡③ ♣❛s s❡✉❧ ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✐ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣♦sé❡✱ ♥❡ ✈♦✉s ✐♥tér❡ss❡③ ♣❛s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✳ ❏✉st❡✱ ✈♦✉s ❞✐✈✐s❡③ ❡t ✈♦✉s rés♦❧✈❡③ ✈♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
s✉r ❧❡q✉❡❧ a ❛ ❧❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s s✬❛♥♥✉❧❡r✳ ❘❡❣❛r❞❡③ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t t♦♠❜❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s à ❧✬♦r❛❧ ✿ ✐❧ ✈❛✉t
♠✐❡✉① ❡♥ ❛✈♦✐r ✈✉ ✉♥✱ ç❛ ❛✐❞❡ ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ |x|y ′ + (x− 1)y = x3(E) s✉r R✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

• ❙✐ y ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) s✉r R ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ 0 ✿

|0|y ′(0) + (0− 1)y(0) = 03

❞✬♦ù y(0) = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ y s✉r R⋆

− ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) s✉r R⋆

− ❡t ❝❡❧❧❡
s✉r R⋆

+ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) s✉r R⋆

+✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C1 ❡t C2 ré❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

y : x 7→






x2 + 3x+ 6+
6+ C1 ❡①♣(x)

x
s✐ x < 0

0 s✐ x = 0

x2 − x+ C2x ❡①♣(−x) s✐ x > 0

• ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ y ❡♥ 0✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ç❛ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C2✱ ♦♥ ❛ ✿

❧✐♠
x−→0+

(y(x)) = ❧✐♠
x−→0+

(

x2 − x+ C2x ❡①♣(−x)
)

= 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❧✐♠
x−→0

(

❡①♣(x) − 1
x

)

= 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧✐♠
x−→0−

(y(x)) =

0 ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✐ C1 ✈❛✉t −6 ✭s✐♥♦♥✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜♥✐❡✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡
C1 ✈❛✉t −6✳

• ❖♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ y ❡♥ 0✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧✐♠
x−→0+

(

y(x) − y(0)

x− 0

)

✈❛✉t C2−1✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱

❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t ❞✳❧✳ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ 0✳ P♦✉r q✉❡ y s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ✐✳❡ C2 = 1✳

• ❇r❡❢✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛✐t à t❡st❡r ❡st ✿

y : x 7→






x2 + 3x+ 6+
6(1− ❡①♣(x))

x
s✐ x < 0

0 s✐ x = 0

x2 − x+ x ❡①♣(−x) s✐ x > 0

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✸✾



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

❊❧❧❡ ♠❛r❝❤❡ ❜✐❡♥ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ |x|y ′(x) + (x −

1)y(x) ✈❛✉t x3✳

✻✳✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ N s❡r❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R⋆

+ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ N(t)

s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t✳

✻✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧t❤✉s

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧t❤✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛ ✿

N ′(t) = rN(t)

♦ù r ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❛♣♣❡❧é t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳
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❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛❧t❤✉s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

N :

{
R+

✲ R

t ✲ N(0) ❡①♣(rt)

Proposition 280

✻✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❡r❤✉❧st✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛ ✿

N ′(t) = r×
(

1−
N(t)

K

)

N(t)

♦ù r ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❛♣♣❡❧é t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❡t K
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❛ rés♦✉❞r❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
1

N
✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ y✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ N(0) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✵



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t K✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

y ′(t) = r×
(

−y+
1

K

)

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❡r❤✉❧st✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

N : t 7→ K

1+

(

K

N(0)
− 1

)

× ❡①♣(−rt)

▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ N ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦✉r❜❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳

Proposition 282

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ▲❡s ré❛❝t✐♦♥s ❛✉t♦❝❛t❛❧②t✐q✉❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❡r❤✉❧st✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡ MnO−

4 ❛✈❡❝ ❞✉ C2H2O4 ❛✉t♦❝❛②t❛❧sé❡ ❛✈❡❝ Mn2+✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ N ′(t) = r ×
(

1−
N(t)

K

)

N(t)✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡

❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ◆❛t(N) ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♥❛t❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r N ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❡t ▼♦rt(N) ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r N ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱
♦♥ ❛ ✿

N ′(t) = (◆❛t(N) −▼♦rt(N))N(t)

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ◆❛t(N) ❡t ▼♦rt(N) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ré❡❧s a ❡t b t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛✐t ✿

N ′(t) = (a+ bN(t))N(t)

■❧ s✉✣t ❛♣rès ❞❡ ♣♦s❡r r = a ❡t K = −
a

b
♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

✸✳ ❙✐ N(0) < K✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝r♦ît✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r♦ît s✐ N(0) > K✳ ❙✐ N(0) = K✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡st❡
st❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●♦♠♣❡rt③✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t✱ ♦♥ ❛ ✿

N ′(t) = r× ❧♥

(

K

N(t)

)

×N(t)

♦ù r ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❛♣♣❡❧é t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❡t K
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳
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Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ N(0) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t K✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢

t✱ ❞❡

N ′(t)

N(t)

❧♥

(

K

N(t)

) = r✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

N : t 7→ K ❡①♣

(

− ❧♥

(

K

N(0)

)

❡①♣(−rt)

)

Proposition 284

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

P♦✉r ❝ré❡r s❛ t❤é♦r✐❡✱ ●♦♠♣❡rt③ ✭✶✽✷✺✮ ❡st ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt❛❧✐té µ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬â❣❡ ✿

µ : x 7→ A+ Bcx

♦ù A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ Bcx r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦rt❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬â❣❡ ❡t
❧❛ ♣❛rt✐❡ A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♠♦✉r✐r ♣♦✉r ❞❡s ❝❛✉s❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬â❣❡✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✷



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

✻✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

• ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐èr❡ ♦r❞r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡✉① r❡♣r✐s❡s ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣✉✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡✮ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡t ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ t 7→ ❡①♣(−t2)✱ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t
♣❛s ♣r✐♠✐t✐✈❡r✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳

• ❚♦✉t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ré✢é❝❤✐r à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
sér✐❡ tr♦♥q✉é❡ ✭❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡ s❡r❛ ✈✉❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✧ ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts ❞✬❛♥❛❧②s❡✧✮✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❡s ❜❝♣st✳

✷✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜①é✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳

✻✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀t ∈ [0, T ], y ′(t) = f (t, y(t)) ❡t y(0) = a

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r [0, T ] ❛✈❡❝ T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r R2 ❡t a ✉♥ ré❡❧ ✜①é✳ ❙♦✐t N ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s❡r z0 = a

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❞❡ J0,N− 1K✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

zk+1 = zk + f(tk, zk)×
T

N
.

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ tk = k× T

N
✳ P♦✉r t♦✉t k ❞❡ J0,N− 1K✱ zk ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

y (tk)✱ z s❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u s✐ N ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❛tt❡♥t✐♦♥✱ s✐ N
❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ é❧❡✈é✮✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ très ❜✐❡♥✱ ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ u ✿

u (tk+1) = u

(

tk +
T

N

)

+ ♦
N→+∞

(

T

N

)

= u (tk) +
T

N
× u ′ (tk) + ♦

N→+∞

(

T

N

)

= u (tk) +
T

N
× f (tk, u (tk)) + ♦

N→+∞

(

T

N

)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ u (tk+1) ≈ u (tk) +
T

N
× f (tk, u (tk)) ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣♦s❡

zk+1 = zk + f(tk, zk)×
T

N
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✸



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
• ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡st st❛❜❧❡ ✿ ❡♥ ♣❡rt✉r❜❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭❡r✲

r❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐s✱ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✮✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡
❡st ❝♦♥trô❧é❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

• ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

❧✐♠
N→+∞

(

N−1∑

k=0

(|zk − u (tk)|)

)

= 0✳

Proposition 285

✻✳✹✳✷ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

❖♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀t ∈ [0, T ], y ′(t) = g (t) ❡t y(0) = a

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r [0, T ] ❛✈❡❝ T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r [0, T ] ❡t a ✉♥ ré❡❧ ✜①é✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ f : (x, y) 7→ g(x) ❛❧♦rs ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀t ∈ [0, T ], y ′(t) = f (t, y(t)) ❡t y(0) = a

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦s❡r z0 = a ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❞❡ J0,N− 1K✱ ♦♥
♣♦s❡ ✿

zk+1 = zk + g(tk)×
T

N
.

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ tk = k× T

N
✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
P♦✉r t♦✉t k ❞❡ J1,N− 1K✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

zk = a+
T

N
×

k−1∑

i=0

g

(

iT

N

)

.

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ s❛✐t✱ ♣✉✐sq✉❡ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

s✉r [0, T ]✱ q✉❡ ❧✐♠
N→+∞

(zN) = a+

∫T

0

g(t)dt✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡t q✉❡

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st






[0❀ T ] −→ R

t 7→ a+

∫ t

0

g(x)dx
✳

✻✳✹✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

❖♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀t ∈ [0, T ], y ′(t) = c× y (t) ❡t y(0) = a

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✹
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❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ y ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r [0, T ] ❛✈❡❝ T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, T ] ❡t a ❡t c ❞❡✉① ré❡❧s ✜①és✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ f : (x, y) 7→ cy ❛❧♦rs ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀t ∈ [0, T ], y ′(t) = f (t, y(t)) ❡t y(0) = a

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦s❡r z0 = a ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❞❡ J0,N− 1K✱ ♦♥
♣♦s❡ ✿

zk+1 = zk + czk × T

N

= zk ×
(

1+ c× T

N

)

.

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
P♦✉r t♦✉t k ❞❡ J1,N− 1K✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

zk =

(

1+ c× T

N

)k

.

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✐♠
N→+∞

(

1+ c× T

N

)N

= ❡①♣ (cT)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡t

q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st

{
[0❀ T ] −→ R

t 7→ ❡①♣ (ct)
✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✺



Partie 6: ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✹✻



P❛rt✐❡ ✽

❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ D s❡r❛ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R
2✳

✽✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

✽✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ 2 ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Df ❞❡ R

2✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f✱ ❡t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : Df → R✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿

f :

{
Df → R

(x, y) 7→ f (x, y)
.

Définition 319

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐♠❛❣❡✱ ❛♥té❝é❞❡♥t✱ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t✮ ✿

• ❙♦✐t (x, y) ∈ Df✳ ❖♥ ♣♦s❡ b = f (x, y)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ b ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (x, y) ♣❛r f ❡t q✉❡ (x, y)

❡st ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ b ♣❛r f✳
• ❙♦✐t A ⊂ Df✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦té❡ f|A s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f|A :

{
A → R

(x, y) 7→ f (x, y)

• g ❡st ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ f s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ B ❞❡ R2 s✐ Df ⊂ B ❡t ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ❞❛♥s Df, g (x, y)

❡t f (x, y) s♦♥t é❣❛✉①✳
• ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {f (x, y) ❛✈❡❝ (x, y) ∈ Df }✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡ f(Df)✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

✷✻✼



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ●é♥ér❛❧✐tés

• g : (x, y) 7→ ❧♥
(

y− x2
)

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 2 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st{
(x, y) ∈ R

2 t❡❧s q✉❡ y > x2
}
✳ P♦✉r ❧❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ y = x2✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts

q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ✭❝❛r y ❡st s✉♣ér✐❡✉r à✳✳✳✮ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦✉r❜❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

• f : (x, y) 7→ ❛r❝t❛♥
(

x2 + y+ 1
)

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 2 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡st R

2 ❀ f(2, 5) ❡t f(−2, 5) ✈❛❧❡♥t ❛r❝t❛♥ (10) ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (2, 5) ♣❛r f ❡st ❛r❝t❛♥ (10)✱
❛r❝t❛♥ (10) ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r f ✿ (2, 5) ❡t (−2, 5)✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à R×R

+

❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ g :

{
R× R

+ → R

(x, y) 7→ ❛r❝t❛♥
(

x2 + y+ 1
) ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦❧♦♥❣❡r g à R

2

♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h :






R
2 → R

(x, y) 7→
{
❛r❝t❛♥

(

x2 + y+ 1
)

s✐ y > −10

❡①♣
(

x2 + y
)

s✐ y < −10

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣ré❝✐sés✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts✳

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ n ✭❛✈❡❝ n ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à 2 ✮ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿

• f : (x, y, z) 7→ xy + ❡①♣
(

−xz+ y+ z2
)

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 3 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r R
3✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ f(1, 1, 1) = 1+ e ❡t f(0, 1, 0) = e✳

• g : (x, y, z, t, u) 7→
(

−ztu− x2 − y2 + 1
)

z2 + y2 + 1
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r R5✳

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❝✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡✱ ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✱ ✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳ ❖♥ r❛ss❡♠❜❧❡ t♦✉s ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♦♥
r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✻✽



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❚r♦✉✈❡③ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g : (x, y) 7→
√

x2 − 4

y2 − 1
❡t h : (x, y) 7→

√
x2 − 4

√

y2 − 1

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙♦✐t (x, y) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ré❡❧s✳ ❖♥ ❛ ✿

g (x, y) ❡①✐st❡ ⇔ (x2 − 4)(y2 − 1) > 0 ❡t y2 − 1 6= 0

⇔
{
x2 − 4 > 0

y2 − 1 > 0
♦✉

{
x2 − 4 6 0

y2 − 1 < 0

⇔
{
x > 2 ♦✉ x 6 −2

y > 1 ♦✉ y < −1
♦✉

{
−2 6 x 6 2

−1 < y < 1

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g ❡st ❞♦♥❝ A ∪ B ❛✈❡❝ A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ [−2, 2]×] − 1, 1[ ❡t B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
( ] −∞,−2] ∪ [2,+∞[)× (] −∞,−1[∪]1,+∞[)✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ✈❛st❡ q✉❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✿

h (x, y) ❡st ❞é✜♥✐❡ ⇔ (x2 − 4) > 0 ❡t y2 − 1 > 0

⇔
{
x > 2 ♦✉ x 6 −2

y > 1 ♦✉ y < −1

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❢❛✐t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t B ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❡♥tr❡ g ❡t h ✿ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h

✽✳✶✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡

▲✬❡s♣❛❝❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é (O,
→
i ,

→
j ,

→
k) ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❙♦✐t f : D → R

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ f ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à t♦✉t ♣♦✐♥t (x, y) ❞❡ D ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ f(x, y)✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t f ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
(x, y, z) ❛✈❡❝ (x, y) ∈ D ❡t z = f(x, y)✳ ◆❡ ♣❛s ❤és✐t❡r à ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (x, y) ❛✈❡❝ x ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h ❡t
y = h(x)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✻✾



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ●é♥ér❛❧✐tés

❙♦✐t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡

♠✉♥✐ ❞✉ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (O,
→
i ,

→
j ,

→
k) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦té Sf s✉✐✈❛♥t ✿

Sf =
{
(x, y, z) ∈ R

3 ❛✈❡❝ (x, y) ∈ D ❡t z = f(x, y)
}
.

❖♥ ❞✐t q✉❡ Sf ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ z = f(x, y)✳

Définition 320

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿

❱♦✐❝✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ (x, y) 7→ ❡①♣
(

x2 + y2
)

✿

❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t λ ✉♥ ré❡❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ λ ❞❡ f
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
(x, y) ∈ R

2 ❛✈❡❝ (x, y) ∈ D ❡t f(x, y) = λ
}
.

Définition 321

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ λ ❞❡ f ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡
♣❧❛♥ z = 0 ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ Sf ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ z = λ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r
♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛✜♥ ❞❡ tr❛❝❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡
f ✭✐❧ s✉✣t ❞✬❡♠♣✐❧❡r ❧❡s ❛ss✐❡tt❡s ❛♣rès✮✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✵



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

✽✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✽✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❊♥ ✜①❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛✉❢ ✉♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ❛♣♣r✐s à ét✉❞✐❡r✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t (a, b) ∈ D✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞❡ f ❡♥ (a, b) ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ fx :

{
{x ∈ R t❡❧s q✉❡ (x, b) ∈ D} → R

x 7→ f (x, b)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s f(., b)

❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳ fy :

{
{y ∈ R t❡❧s q✉❡ (a, y) ∈ D} → R

y 7→ f (a, y)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s f(a, .)

❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

Définition 322

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙♦✐t g : (x, y) 7→ ❧♥
(

x2 + y2 − 1
)

y
✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ g ❡♥ (1, 2) s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ gx :






R → R

x 7→ ❧♥
(

x2 + 3
)

2

✷✳ gy :






R
⋆ → R

y 7→ ❧♥
(

y2
)

y

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ g ❡♥ (4,−2) s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ gx :






R → R

x 7→ ❧♥
(

x2 + 3
)

2

✷✳ gy :






R
⋆ → R

y 7→ ❧♥
(

y2 + 15
)

y

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ n ✭❛✈❡❝ n ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à 2 ✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳✳✳
❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ g : D3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ D3 ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R

3 ❡t (a, b, c) ∈ D3✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ g ❡♥ (a, b, c) ❧❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ gx :

{
{x ∈ R t❡❧s q✉❡ (x, b, c) ∈ D3 } → R

x 7→ g (x, b, c)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s g(., b, c) ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥✳

✷✳ gy :

{
{y ∈ R t❡❧s q✉❡ (a, y, c) ∈ D3 } → R

y 7→ g (a, y, c)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s g(a, ., c) ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✶



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✸✳ gz :

{
{z ∈ R t❡❧s q✉❡ (a, b, z) ∈ D3 } → R

z 7→ g (a, b, z)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s g(a, b, .) ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥✳

✽✳✷✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ Sf ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ❡t (a, b) ∈ D✳
• ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f(., b) ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ z = f(x, b) ❛✈❡❝ x ré❡❧ t❡❧ q✉❡ (x, b) ∈ D✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ Sf ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = b✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡
❝♦✉r❜❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐r❡✮✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ f(x, b)✳

• ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f(a, .) ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ z = f(a, y) ❛✈❡❝ y ré❡❧ t❡❧ q✉❡ (a, y) ∈ D✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ Sf ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡
❝♦✉r❜❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐r❡✮✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ y 7→ f(a, y)✳

❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛❝❡r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛❝❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦❜t❡♥❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥ q✉❛❞r✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s❛ s✉r❢❛❝❡✳

▼ét❤♦❞❡✿

❉❡✉① ✐❞é❡s ♣♦✉r ✈♦✉s ❛✐❞❡r à tr❛❝❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ✜①❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖♥ ✜①❡ b ❡t ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x 7→ f(x, b)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ y = b✳ P✉✐s ♦♥ ❢❛✐t ❜♦✉❣❡r b✱ ♦♥
❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ✜①❛♥t a ❡t ❡♥
s✬✐♥tér❡ss❛♥t à y 7→ f(a, y)✳

✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✜①❡r λ ❡t ♦♥ tr❛❝❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ f(x, y) = λ✱ (x, y) ❜❛❧❛②❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ f✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ λ ❞❡ f✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡
❞❡ f ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ z = λ✳ P✉✐s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❜♦✉❣❡r λ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♥❝❤❡s
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❘❛♣♣r♦❝❤❡③ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛rt❡s ❞✬ét❛t✲♠❛❥♦r✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✈♦✉s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
❞❡ ♥♦tr❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞✉ t②♣❡ x = cte ♦✉ y = cte ♦✉ z = cte✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❚r❛❝❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

f : (x, y) 7→ y+ x2 + 4 ❡t g : (x, y) 7→ ❡①♣(x2 + y2).

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✶✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r f ✿ ❊♥ ✜①❛♥t x à a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ z = y + a2 + 4 ❞❡ ♣❡♥t❡ 1 ❡t
❞✬♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ a2+1✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ x = a ❡st ❞♦♥❝
✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ y = b ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ z = x2 + 4+b✳
❆✈❡❝ ❝❡s ✐♥❢♦s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t é✈♦❧✉❡r a ❡t b✱ ♦♥ tr❛❝❡ ♥♦tr❡ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣r♦s ✉♥ ❤❛❧❢ ♣✐♣❡
✐♥✜♥✐✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✷



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

✷✳ P♦✉r g ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ❙♦✐t λ ✉♥ ré❡❧ s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t s♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ré❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿

g(x, y) = λ⇐⇒ x2 + y2 = ❧♥(λ)

▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ z = λ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
√

❧♥(λ) ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ (0, 0, λ)✳
❖♥ tr❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥t t♦✉s s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s z ❡t
❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s ❝r♦✐ss❡♥t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣❛♥✐❡r ✐♥✜♥✐ ❡♥ ❣r♦s✳

❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ f ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ g

✽✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❡r ❡st✱ s✐ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧❡s ❞ér✐✈❡r✳ ❈✬❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥
✈❛ ✈♦✐r✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✸



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

✽✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❙♦✐t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t (a, b) ∈ D✳ ❙♦✐t fx : x 7→ f (x, b)✳
• ❙✐ fx ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ (a, b) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✿

∂f

∂x
(a, b) = f ′x(a)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧✐♠
x−→a

(

f(x, b) − f(a, b)

x− a

)

❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∂f

∂x
(a, b) = ❧✐♠

x−→a

(

f(x, b) − f(a, b)

x− a

)

• ❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t ❞❡ D ′✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✿

∂f

∂x
:






D ′ → R

(x, y) 7→ ∂f

∂x
(x, y)

Définition 323

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ Sf ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ❡t (a, b) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡D✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
∂f

∂x
(a, b) ❡t

∂f

∂y
(a, b

❡①✐st❡♥t✳ ❈❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❛♥❣❡♥t❡✳ P❧✉s ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = b✱ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡

f(., b) ❡♥ (a, b) ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r
∂f

∂x
(a, b)✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = a✱

❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f(a, .) ❡♥ (a, b) ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r
∂f

∂y
(a, b)✳

✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fy : y 7→ f (a, y)

❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ b✱ ✐✳❡✳ s✐ ❧✐♠
y−→b

(

f(a, y) − f(a, b)

y− b

)

❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡

♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ (a, b) ❡t ♦♥ ♥♦t❡
∂f

∂y
(a, b) ❧❛ q✉❛♥t✐té f ′y(b)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
∂f

∂y
(a, b) = ❧✐♠

y−→b

(

f(a, y) − f(a, b)

y− b

)

.

❙✐ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D ′✱

♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✿
∂f

∂y
:






D ′ → R

(x, y) 7→ ∂f

∂y
(x, y)

✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✹



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

✸✳ ❊①♣❧✐❝✐t❡r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s r❡✈✐❡♥t✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ à ❞ér✐✈❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡ s✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡
q✉✬♦♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t ✦ ❙✐♥♦♥✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉❡ ❢❛✐r❡ ❄ ❖♥ ✈♦✉s ❧❡ ré♣èt❡✱ f
❛❞♠❡t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t (a, b) ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
g : y 7→ f(a, y) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ b✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ g ❛❞♠❡t ♦✉ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ér✐✈é❡
❡♥ b✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s♦♥ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛✈♦✐r
❧❛ ♥♦st❛❧❣✐❡ ✦

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

f : (x, y) 7→ x ❛r❝t❛♥(y) + x2 ❛❞♠❡t ❞❡✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✿

∂f

∂x
: (x, y) 7→ ❛r❝t❛♥(y) + 2x ❡t

∂f

∂y
: (x, y) 7→ x

1+ y2

☞ ▼✐s❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ ✿

◆❡ ♣❛r❧❡③ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f : (x, y) 7→ f(x, y)✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✈✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : y 7→ f(xa, y)✳ P♦✉r ❝❡❧❧❡

❞❡ f✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞é❥à ♣❛r❧❡r ❞❡ s♦♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t✱ ❝❡ s❡r❛✐t ✉♥ tr✉❝ ❞✉ ❣❡♥r❡
f(x, y) − f(xa, ya)

(x, y) − (xa, ya)
❝❡ q✉✐ ♥✬❛ str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ✦ ◗✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ré❡❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡st f(x, y) − f(xa, ya)
♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ré❡❧s (x, y) − (xa, ya) ❄

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t f : (x, y) 7→






❡①♣

(

−1

x2 + y2

)

s✐ (x, y) 6= (0, 0)

0 s✐ x = y = 0

✳ ➱✈❛❧✉❡r s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭s✐ ❡❧❧❡s

❡①✐st❡♥t ✦✮
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❆ ♣❛rt (0, 0)✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ♥♦♥ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❧s ✭✉♥❡
r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❝❡✉① q✉✐ ❞♦r♠❡♥t ✿ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✐t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♦♥ ✈❡✉t ❥✉st❡ é✈✐t❡r q✉✬✐❧s
s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✦✮✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t v = a2 + b2✱ ♦♥ ❛ ✿

∂f

∂x
(a, b) =

2a

v2
❡①♣

(

−1

v

)

❡t
∂f

∂y
(a, b) =

2b

v2
❡①♣

(

−1

v

)

.

P♦✉r s❛✈♦✐r s✐
∂f

∂x
(0, 0) ❡①✐st❡✱ ♦♥ s✉✐t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : x 7→ f(x, 0)✳

❙✐ x ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

g(x) = f(x, 0) = ❡①♣

(

−1

x2

)

.

❡t ♦♥ ❛ g(0) = 0✳ ❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

g(x) − g(0)

x− 0
= x× 1

x2
❡①♣

(

−1

x2

)

.

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✺



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

P❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ❡t ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❡♥ 0 ❞❡ g ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡

✜♥✐❡ ✭q✉✐ ✈❛✉t 0✮ ❞♦♥❝ g ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ 0 ❡t g ′(0) = 0✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
∂f

∂x
(0, 0) ❡①✐st❡ ❡t ✈❛✉t 0✳

❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
∂f

∂y
(0, 0) ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❡t ✈❛✉t ❛✉ss✐ 0 ✭❧♦❣✐q✉❡ ❝❛r x ❡t y ❥♦✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡

rô❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳

✽✳✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1

❙♦✐t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
• ❙♦✐t (a, b) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ (a, b) ❧♦rsq✉❡

♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ε✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ α
t❡❧ q✉❡ ✿

∀(x, y) ∈ Df, (x− a)
2
+ (y− b)

2
6 α⇒ |f(x, y) − f(a, b)| < ε.

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❢ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D ❧♦rsq✉❡ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D✳
❖♥ ♥♦t❡ C0 (D,R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s ❞❡ f ❡①✐st❡♥t ❡t s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r D✳ ❖♥ ♥♦t❡ C1 (D,R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳

Définition 324

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ε✮ ♥✬❡st ♣❛s ❡①✐❣✐❜❧❡ ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ❇❈P❙❚✶✳ ■❧ ❢❛✉t r❡t❡♥✐r ❧✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐✲
t✐✈❡ q✉❡✱ s✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ (a, b)✱ ❛❧♦rs |f(x, y) − f(a, b)| ❞❡✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❧♦rsq✉❡ ✧(x, y) s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ (a, b)✧✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ (x, y) ✈❡rs (a, b) ♥❡ r❡✈✐❡♥t ♣❛s à ❢❛✐r❡

t❡♥❞r❡ x ✈❡rs a ♣✉✐s y ✈❡rs b ✦ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f : (x, y) 7→ xy

x2 + y2
✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✭❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t

❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✮ q✉❡ ✿

❧✐♠
x−→0

(

❧✐♠
y−→0

(

xy

x2 + y2

))

= 0 ❡t ❧✐♠
y−→0

(

❧✐♠
x−→0

(

xy

x2 + y2

))

= 0

f ♥✬❛ ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ (0, 0) ❝❛r ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❛✐t✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉❞r❛✐t 0 ♠❛✐s✱

♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ a str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ f(a, a) =
1

2
❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥✉❧❧❡✳

❙♦✐❡♥t f1 : D → R ❡t f2 : D → R ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t λ ✉♥ ré❡❧✳
• ❙✐ f1 ❡t f2 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r D ❛❧♦rs f1 + f2✱ f1f2 ❡t λf1

s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r D✳
• ❙✐ f1 ❡t f2 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D ❛❧♦rs f1 + f2✱ f1f2 ❡t λf1

s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳

Proposition 325

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✻



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t f : D → R ❡t h : I→ R ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ✭h ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t f ❞❡ ❞❡✉①✮✳

• ❙✐ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✱ h ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I ❡t f(D) ⊂ I ❛❧♦rs h ◦ f ❡st
❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D✳

• ❙✐ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✱ h ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r I ❡t f(D) ⊂ I ❛❧♦rs h ◦ f
❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳

Proposition 326

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s é♥♦♥❝és s✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

• ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✳
• ❚♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
• ❚♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
• ▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♦ù ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡

s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳
• ❡t❝✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

▼♦♥tr❡r q✉❡ f : (x, y) 7→ ❛r❝t❛♥

(
√

x2 + 1

x2y2 + 1

)

❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R
2✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
f ❡st✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R2✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

• ∀(x, y) ∈ R
2, x2y2 + 1 6= 0 ❞♦♥❝ (x, y) 7→ x2 + 1

x2y2 + 1
❡st ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❞❡

❝❧❛ss❡ C1 s✉r R2✳

• ∀(x, y) ∈ R
2,

x2 + 1

x2y2 + 1
> 0✳

• x 7→ √
x ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R⋆

+✳
• x 7→ ❛r❝t❛♥(x) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✼



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

✽✳✸✳✸ ❉ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③✳

❙♦✐❡♥t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t (a, b) ∈ D✳

• ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
∂f

∂x
❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ D✱ ♦♥

♥♦t❡ ✿
∂2f

∂x2
=
∂

∂x

(

∂f

∂x

)

❡t
∂2f

∂y∂x
=
∂

∂y

(

∂f

∂x

)

.

• ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
∂f

∂y
❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡

D✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

∂2f

∂x∂y
=
∂

∂x

(

∂f

∂y

)

❡t
∂2f

∂y2
=
∂

∂y

(

∂f

∂y

)

.

• ❈❡s q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ f✳

• ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r D s✐ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
∂f

∂x
❡t
∂f

∂y
s♦♥t

❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳
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☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 3 ♣✉✐s 4 ♣✉✐s✳✳✳ ❡t ♣❛r❧❡r ❛✉ss✐ ❞❡
❝❧❛ss❡ C3 ♣✉✐s ❝❧❛ss❡ C4 ♣✉✐s✳✳✳

✷✳ ▲❡s é♥♦♥❝és ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✬ét❡♥❞❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ✭n ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✮ ✿
• ❚♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ❀
• ❚♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ❀
• ▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn s✉r D ❡st ❞❡ Cn s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ♦ù

❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❀
• ▲❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn

• ❡t❝✳

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙✐ f : (x, y) 7→ x2y+ y3 + 1 ❛❧♦rs f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R2 ❡t ✿

∂2f

∂x2
: (x, y) 7→ 2y

∂2f

∂y∂x
: (x, y) 7→ 2x

∂2f

∂x∂y
: (x, y) 7→ 2x

∂2f

∂y2
: (x, y) 7→ 6y

❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡
∂2f

∂y∂x
❡t

∂2f

∂x∂y
s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ✐❝✐✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❙❝❤✇❛r③ ✈❛ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ❝❡❧❛ ❡st ✈r❛✐✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✽



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③
❙♦✐t f : D → R✳ ❙✐ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r D ❛❧♦rs ✿

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y

Théorème 328

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ f : (x, y) 7→ x2y + y3 + 1✱ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R
2 ❡t ♦♥ ❛ ✈✉

q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ❜✐❡♥
∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

➱t✉❞✐❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ✿

f : (x, y) 7→ x− y+ x2y

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
f ❡st✱ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r R

2✳ ❙♦✐t (a, b) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ré❡❧✱ ♦♥ ❛
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✿

∂f

∂x
(a, b) = 1+ 2ab ❡t

∂f

∂y
(a, b) = −1+ a2.

∂2f

∂y∂x
(a, b) = 2a,

∂2f

∂x2
(a, b) = 2b ❡t

∂2f

∂y2
(a, b) = 0.

∂3f

∂y2∂x
(a, b) = 0,

∂3f

∂y∂x2
(a, b) = 2,

∂3f

∂x3
(a, b) = 0 ❡t

∂3f

∂y3
(a, b) = 0.

❡t ❛♣rès✱ ❝❡ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉❧❧❡s✳✳✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✼✾



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❈❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

✽✳✸✳✹ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s✳

❙♦✐❡♥t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❡❧ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✱ f : D → R✱ φ : I → R ❡t
ψ : I→ R tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

g :

{
I → R

t 7→ f (φ(t), ψ(t))

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C1 (D,R)✱ q✉❡ φ ❡t ψ s♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞❡ C1 (I,R) ❡t q✉❡ φ(I)×ψ(I) ⊂ D✳ g ❡st ❛❧♦rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C1 (I,R) ❡t ♣♦✉r
t♦✉t ré❡❧ t ❞❡ I✱ ♦♥ ❛ ✿

g ′(t) = φ ′(t)
∂f

∂x
(φ(t), ψ(t)) +ψ ′(t)

∂f

∂y
(φ(t), ψ(t)).

Proposition 329

✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙✐ g : t 7→ f (❝♦s(t), ❛r❝t❛♥(t)) ❛✈❡❝ f é❧é♠❡♥t ❞❡ C1
(

R
2,R

)

❛❧♦rs g ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r R ❡t ✿

g ′ : t 7→ − s✐♥(t)
∂f

∂x
(❝♦s(t), ❛r❝t❛♥(t)) +

1

1+ t2
∂f

∂y
(❝♦s(t), ❛r❝t❛♥(t)).

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R
2 ❡t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g : (r, θ) 7→ f(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)).

❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❣ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R
2 ❡t ❡①♣r✐♠❡r

∂2g

∂r2
(r, θ) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡

f✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ g ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R2✳ P♦✉r ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❝♦✉rs ❡t ♥❡ ♣❛s r❛❝♦♥t❡r
tr♦♣ ❞❡ ❜êt✐s❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

u1 : (r, θ) 7→ r ❝♦s(θ) ❡t u2 : (r, θ) 7→ r s✐♥(θ).

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

∂g

∂r
(r, θ) =

∂u1

∂r
(r, θ)

∂f

∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) +

∂u2

∂r
(r, θ)

∂f

∂y
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ✿

∂g

∂r
(r, θ) = ❝♦s(θ)

∂f

∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) + s✐♥(θ)

∂f

∂y
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ))( ✎ ).

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✵



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❘❡❞ér✐✈♦♥s ✦ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♣❛rt✐r ❞❛♥s ❞❡ ❣r♦s ❞é❧✐r❡s ✦ ❙♦✐t

h : (r, θ) 7→ ∂f

∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ))✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❝♦✉rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂h

∂r
(r, θ) =

∂u1

∂r
(r, θ)

∂ ∂f
∂x

∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) +

∂u2

∂r
(r, θ)

∂f
∂x

∂y
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ))

= ❝♦s(θ)
∂2f

∂x2
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) + s✐♥(θ)

∂2f

∂y∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)).

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✎✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂2g

∂r2
(r, θ) = ❝♦s(θ)×A+ s✐♥(θ)× B.

❛✈❡❝ ✿






A = ❝♦s(θ)
∂2f

∂x2
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) + s✐♥(θ)

∂2f

∂y∂x
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ))

B = ❝♦s(θ)
∂2f

∂x∂y
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ)) + s✐♥(θ)

∂2f

∂y2
(r ❝♦s(θ), r s✐♥(θ))

✽✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✽✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳ ❙♦✐t (a, b) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ D✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ (a, b) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦té

−−→
❣r❛❞(a,b)(f) ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

(

∂f

∂x
(a, b) ,

∂f

∂y
(a, b)

)

✿

−−→
❣r❛❞(a,b)(f) =

(

∂f

∂x
(a, b) ,

∂f

∂y
(a, b)

)

.
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✌ ❊①❡♠♣❧❡ ✿

❙✐ f : (x, y) 7→
(

x2 + y+ 1
)

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
−−→
❣r❛❞(2,3)(f) = (4, 1) .

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✶



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✽✳✹✳✷ ❊①tr❡♠✉♠

❙♦✐❡♥t (a, b, c, d) ∈ R
4 ❛✈❡❝ a < b ❡t c < d✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡

❝❧❛ss❡ C1 s✉r ]a, b [ × ] c, d [ ✳
• ❙✐ ❢ ❛❞♠❡t ❡♥ (x0, y0) ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

• ❙✐ ❢ ❛❞♠❡t ❡♥ (x0, y0) ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ (x0, y0) ❡st
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧✳

Proposition 331

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ h
❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ]a, b[ ❛✈❡❝ a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s t❡❧s q✉❡ a < b ❡t s✐ h ❛❞♠❡t ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❡♥
c ❛✈❡❝ c ❞❛♥s ]a, b[ ❛❧♦rs h ′(c) = 0✳ ❖♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r h ′(c) = 0 ❡t c ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ✿ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ é✈♦q✉❡r ❧❡ ❝❛s
❞❡ x 7→ x3 ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t 0✳ ❈❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❛♥s êtr❡ ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥✢❡①✐♦♥✳

✷✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❡t
♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥✱ s✐
∂f

∂x
(x0, y0) ❡t

∂f

∂y
(x0, y0) s♦♥t ♥✉❧s ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s sûr q✉❡ f ♣rés❡♥t❡ ❡♥ (x0, y0)

✉♥ ❡①tr❡♠✉♠✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s✐
∂f

∂x
(x0, y0) 6= 0 ♦✉ s✐

∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡st sûr q✉❡ f ♥❡

♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❡♥ (x0, y0) ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠✳

✸✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂f

∂y
(x, y) = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ (x, y) ∈ ... ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt✳✳✳ ♣❛s ♣❧✉s q✉❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂f

∂x
(x, y) = 0 ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ (x, y) ∈ ...✳ ❈✬❡st ❧❡ s②stè♠❡






∂f

∂x
(x, y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 0

❞✬✐♥✲

❝♦♥♥✉❡ (x, y) ∈ ... q✉✬✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡①tr❡♠✉♠s✳

▼ét❤♦❞❡✿

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❡①tr❡♠✉♠s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ♦♥ ❢❛✐t ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ♦♥ é❝r✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ♥✉❧❧❡s ❛✉ ♣♦✐♥t q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡ ✭❉❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ f✮✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡✳

✷✳ ❙✐ f ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ f ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡①tr❡♠✉♠ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭▼é✜❡③✲✈♦✉s ❞❡s ❜♦r❞s ✦✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✭❝❡ s♦♥t ❞❡s
✐♥éq✉❛t✐♦♥s✮ q✉❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ♦✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡①tr❡♠✉♠s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✷



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ f(x, y) − f(a, b) ❛✈❡❝ (a, b) ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❡t (x, y) ❞❡✉① ré❡❧s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳
◗✉❡❧q✉❡s ré✢❡①❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s✬❡♥ s♦rt✐r ✿ ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❝❛rré ❡st ♣♦s✐t✐❢✱
✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ s✐❣♥❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✦

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❙♦✐t f : (x, y) 7→ x× ❡①♣
(

x
(

y2 + 1
))

✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ∈ R
2✱ ♦♥ ❛ f(x, y) > x× ❡①♣ (x)✳

✷✳ ➱t✉❞✐❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g s✉✐✈❛♥t❡ ✿ g : x 7→ x× ❡①♣ (x) ❡t tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♦♥
♠✐♥✐♠✉♠ s✬✐❧ ❡①✐st❡✳

✸✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ f ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r R
2 ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❖♥ ✈♦✉s ❧❛✐ss❡ ❡①♣❧✐q✉❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R2 ❡t ♣♦✉rq✉♦✐ g ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡
s✉r R✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ x ❡t y ❞❡✉① ré❡❧s✳

✶✳ ❖♥ ❛ ✿
f(x, y) = x× ❡①♣

(

x
(

y2 + 1
))

= x× ❡①♣ (x)× ❡①♣
(

xy2
)

❙✐ x ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ❡①♣
(

xy2
)

> 1 ❡t x× ❡①♣ (x) > 0 ❞✬♦ù ✿

f(x, y) > x× ❡①♣ (x) .

❙✐ x ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❛❧♦rs ❡①♣
(

xy2
)

6 1 ❡t x × ❡①♣ (x) 6 0 ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡
f(x, y) > x× ❡①♣ (x)✳

✷✳ ❙❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ❛ ✿ g ′(x) = ❡①♣ (x) × (x + 1)✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡

g ′ ✿ t♦✉t ç❛✱ ✈♦✉s s❛✈❡③ ❢❛✐r❡ ❡t ✈♦✉s ♦❜t❡♥❡③ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ g ❡♥ −1 ✈❛❧❛♥t
−1

e
✳

✸✳ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R
2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r s❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉①

ré❡❧s✱ ♦♥ ♥♦t❡ P ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✧(a, b) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ f✧✱ ♦♥ ❛ ✿

P ⇐⇒ ∂f

∂x
(a, b) = 0 ❡t

∂f

∂y
(a, b) = 0

⇐⇒ ((b2 + 1)a+ 1) ❡t (2ba2) = 0

❝❛r ❡①♣
(

a
(

b2 + 1
))

6= 0

⇐⇒
{
a = −1

b = 0
♦✉

{
0 = −1

a = 0

⇐⇒
{
a = −1

b = 0
❝❛r 0 6= −1

❆✐♥s✐✱ s✐ (a, b) 6= (−1, 0)✱ f(a, b) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❞❡ f✳ ❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ré❡❧s✳ ❖♥

s❛✐t q✉❡ f(x, y) > xex ❞♦♥❝ f(x, y) > g(x)✳ ❖r g(x) >
−1

e
❡t f(−1, 0) =

−1

e
✭ç❛ t♦♠❜❡

❜✐❡♥ ✦✮ ❞♦♥❝ f(x, y) > f(−1, 0)✳ ❉♦♥❝ f(−1, 0) ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ f ❡t ✐❧ ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t q✉✬❡♥
(−1, 0)✳

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✸



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✽✳✹✳✸ P❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

❙♦✐t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳ ❙♦✐t (x0, y0) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ D✳
• ▲❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥ (x0, y0) ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ✿

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y− y0) .

• ▲❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥ (x0, y0) ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r
(x0, y0, f (x0, y0)) ❡t ♥♦r♠❛❧ à

−−→
❣r❛❞(x0,y0)(f)✳

Définition 332

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

✶✳ ❙♦✐❡♥t x : t 7→ x(t) ❡t y : t 7→ y(t) ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r R t❡❧❧❡s q✉❡ x(t0) = x0
❡t y(t0) = y0✳ z : t 7→ z(t) = f (x(t), y(t)) ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Sf ♣❛ss❛♥t ♣❛r
M0 (x0, y0)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♠♣♦sé❡s✱ q✉❡ ❧❡s t❛♥❣❡♥t❡s ❡♥ M0 à ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Sf ♣❛ss❛♥t ♣❛r M0

❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❛✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥ M0✳

✷✳ ▲❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥ M0 ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❧❛♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Sf✳

✸✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ (x0, y0) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥M0✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s t❛♥❣❡♥t❡s
❡♥ M0 à ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Sf s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ (x0, y0)✳
❈❡❧❛ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ f ✈❛r✐❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

• ❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥tM0 (x0, y0)✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ f ❡♥ (x0, y0) ❡st ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ f(x0, y0)
❞❡ f ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬❛♣rès✳

✎✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✿

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✹



Partie 8: ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s

❙♦✐t f : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r D✳ ❙♦✐❡♥t h ❡t k ❞❡✉① ré❡❧s✳
• ▲❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t

√
h2 + k2 ✿

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) −

(

h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

)

• ❊♥ ♥♦t❛♥t −→u ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (h, k) ❡t · ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) ≈
−−→
❣r❛❞(x0,y0)(f) · −→u

Proposition 333

☛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❖♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐♥t M0(x0 + h, y0 + k, f(x0 + h, y0 + k)) ❞❡ Sf ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t M ❞❡ ❝♦✲

♦r❞♦♥♥é❡s

(

x0 + h, y0 + k, f(x0, y0) +

(

h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

))

✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t

❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à Sf ❡♥ M (x0, y0) ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❡t ♦r❞♦♥♥é❡ q✉❡ M0✳

➤ ❊①❡r❝✐❝❡ ✿

❖♥ r❡♣r❡♥❞ f : (x, y) 7→ x × ❡①♣
(

x
(

y2 + 1
))

✱ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ (1, 2) ❞❡ s❛
s✉r❢❛❝❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❈♦♠♠❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ (1, 2) ❞❡ s❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬ éq✉❛t✐♦♥
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ✿

z = f(1, 2) +
∂f

∂x
(1, 2) (x− 1) +

∂f

∂y
(1, 2) (y− 2)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✭❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ f✮ ✿

z = e5 + 6e5 (x− 1) + 4e5 (y− 2) .

■♥st✐t✉t ❞✬❆❧③♦♥ ✷✽✺



XVI – Les polynômes réels

1 / Les fonctions polynomiales

1. 1 ) Définitions

Définition On appelle fonction polynomiale ou polynôme toute fonction réelle de la forme

P : x 7−→

∞
∑

n=0

an xn , avec (an)n∈N une suite de réels nulle à partir d’un certain rang.

Remarques :

❶ Un tel polynôme se note formellement P =

∞
∑

n=0

an Xn à l’aide d’une indéterminée X.

❷ Les nombres (an) sont appelés les coefficients du polynôme.

❸ Le polynôme dont tous les coefficients sont nuls est appelé polynôme nul et noté 0.

❹ L’ensemble des polynômes à coefficients dans R et d’indéterminée X se note R[X].

Proposition

L’écriture d’un polynôme est unique. Par conséquent :

• Un polynôme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.

• Deux polynômes sont égaux si, et seulement si, tous leurs coefficients sont égaux.

Définition On associe à tout polynôme P ∈ R[X] son degré deg(P) défini par

deg(P) =























−∞ si P = 0

n si P =

n
∑

k=0

akX
k avec an , 0

Remarques :

• Si P , 0, le coefficient adeg(P) s’appelle le coefficient dominant du polynôme P.

• Enfin, un polynôme de coefficient dominant égal à 1 est appelé polynôme unitaire.

Définition Soit n ∈N. On note alors Rn[X] =
{

P ∈ R[X]
/

deg(P) 6 n
}

.
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XVI – Les polynômes réels Racines d’un polynôme

1. 2 ) Opérations sur les polynômes

Théorème

Les sommes, produits, composées et dérivées de polynômes sont encore des polynômes.

Proposition

Soient λ ∈ R, P et Q ∈ R[X]. Alors :

• deg(P +Q) 6 max
{

deg(P); deg(Q)
}

avec égalité si deg(P) , deg(Q).

• deg(P Q) = deg(P) + deg(Q) et deg(λP) = deg(P) si λ , 0.

Proposition

Soient P et Q deux polynômes tels que P , 0, Q , 0 et P ◦Q , 0.

On a alors deg(P ◦Q) = deg(P) × deg(Q).

Proposition

Soit P(x) =

∞
∑

n=0

an Xn
∈ R[X]. Son polynôme dérivé est P′(x) =

∞
∑

n=0

(n + 1) an+1 Xn.

Proposition

Soit P un polynôme. Si P est constant, P′ = 0. Sinon, deg(P′) = deg(P) − 1.

En particulier, P(m) = 0 pour tout entier m > deg(P).

2 / Racines d’un polynôme

2. 1 ) Définitions

Définition Un réel α est une racine du polynôme P si P(α) = 0.
On dit que c’est une solution de l’équation algébrique P(x) = 0 d’inconnue x ∈ R.

Proposition

Tout polynôme P de degré impair admet au moins une racine réelle.

Théorème (factorisation)

Un réel α est racine d’un polynôme P si, et seulement si, P se factorise par (X − α).
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XVI – Les polynômes réels Racines d’un polynôme

2. 2 ) Nombre de racines

Proposition

Un polynôme de degré n possède au plus n racines .

Corollaire

Un polynôme de Rn[X] qui possède au moins n + 1 racines est le polynôme nul.

Proposition

Un polynôme P de degré n ∈N∗ possédant exactement n racines s’écrit sous la forme

P = an (X − α1)(X − α2) . . . (X − αn)

2. 3 ) Racines multiples

Définition Soient P ∈ R[X] et m ∈ N
∗. On dit que α ∈ R est racine de P de multiplicité m

lorsque l’une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) P(α) = P′(α) = · · · = P(m−1)(α) = et P(m)(α) , 0

(ii) P est divisible par (X − α)m mais pas par (X − α)m+1.

Proposition

Un polynôme P de degré n ∈N∗ possédant exactement n racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité s’écrit sous la forme

P = an (X − α1)m1(X − α2)m2 . . . (X − αr)
mr
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