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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer le théoréme de la limite monotone pour une suite de nombres réels.

On note (F) I’équation suivante d’inconnue z complexe :
(22 +1)® = (2% —1)%

1. Résoudre I'équation z® = 1 d’inconnue z complexe.

2. On suppose que z est une solution de (F). Montrer qu’il existe k dans [1,7] tel

COS (k—ﬂ-)
2 o 8

que . 27 = —'Lw.
Sin | —
8

3. Résoudre (F).

1— 1
Soientf:xHM,I—[ >

5 = —] et a un élément de |0, 1[. On définit (z,),en par

278
_ 5x,(1 — )
o = a et, pour tout entier naturel n, x,,1 = ———=

; .
1. Montrer que, pour tout x de I, f(x) € I (On dit que I est stable par f).
5)

2. Montrer que, pour tout = de I, |f'(z)] < 5

3. Montrer qu’il n’est pas possible que, pour tout entier naturel n, on ait z,, € ] 0, 5} .

Que peut-on conclure ?
4. Trouver le réel L de I tel que f(L) = L.

5. Montrer, qu’au-dela d’un certain entier naturel ng, on a :
5
e = L1 < 2lon = LI

6. Conclure!
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Définir la fonction arctan, donner I'expression de sa dérivée puis tracer 'allure de son
graphe en précisant les asymptotes en —oo et +o00.

1. Soit a et b deux réels. Soit n un entier naturel. On pose :
C, = —1)k n)coskb—l—a et S, = —1k(n>sinkb+a.
>0 ot +a > (1) st )

Montrer que : C,, + 1S, = exp (ia) x (1 —exp (ib))" et en déduire que :

5= (2en (£))" x da (bR E20)

2. Démontrer ces égalités :

2arct 1) t > t 4arct 1) t 120
arctan 5 = arctan 1 e arctan 5 = arctan 119

t en dédui T est darctan | = tan ( =
et en déduire que — est 4arctan | — | — arctan [ — |.
ey 5 239
3. Déterminer le signe de f sur [0, 7] ou f est la fonction suivante :

f:x e cos(3z) — (24 V3) cos(2z) + (3 + 2v/3) cos(x) — (2 + V3)

Soient (tn)nen €t (Un)nen les deux suites définies par : ug = 1,v9 = 2 et, pour tout entier

1 Up, + U
naturel n, = —+ —et vy = ———
Un+1 Unp, Un,

1. Montrer que u,, > 0, v, > 0 et u, < v,.

. Soit n un entier naturel.

2. En déduire que la suite (u,),en est croissante, la suite (v,)nen est décroissante et
qu’elles convergent vers la méme limite.

3. Etudier la suite (u, X vn)nen et déterminer la valeur de la limite commune de
(un)nGN et (Un>n€N'
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Donner 4 développements limités classiques.

7z 2

1+ 22

1. Soient z et 2’ deux complexes unitaires tel que zz’' # —1. Montrer que est
un réel.

2. Calculer (1+14)"+ (1 —i)" et (14 ¢)™ — (1 — )™ avec n un entier.

Soient a et b deux réels strictement supérieurs a 1. On étudie la suite numérique (u,), e N
définie par :

uy = a, u; = b et pour tout entier naturel n, upi1o = V/Up + /Unyi1-

vy

On pose xg = ‘\/76 -1 . On définit les suites (v,)nen €t (Ty)nen par :

etxlz‘

Tn41 ﬁ
3 3

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est bien défini et est supérieur a 1.

Pour tout entier naturel n, v, = —1 et xpo =

Vln
2

2. Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a :
Un+1 + Up

Unta = .
27 22+ Unta)

3. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : |v,| < x,.
4. En déduire lim (u,).

n—-+oo
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer le théoréme des gendarmes pour des suites de nombres réels.

On note (F) I’équation suivante d’inconnue z complexe :
(22 +1)® = (2% —1)%

1. Résoudre I'équation z® = 1 d’inconnue z complexe.

2. On suppose que z est une solution de (F). Montrer qu’il existe k dans [1,7] tel

COS (k—ﬂ-)
2 o 8

que . 27 = —'Lw.
Sin | —
8

3. Résoudre (F).

1— 1
Soientf:xHM,I—[ >

5 = —] et a un élément de |0, 1[. On définit (z,),en par

278
_ 5x,(1 — )
o = a et, pour tout entier naturel n, x,,1 = ———=

; .
1. Montrer que, pour tout x de I, f(x) € I (On dit que I est stable par f).
5)

2. Montrer que, pour tout = de I, |f'(z)] < 5

3. Montrer qu’il n’est pas possible que, pour tout entier naturel n, on ait z,, € ] 0, 5} .

Que peut-on conclure ?
4. Trouver le réel L de I tel que f(L) = L.

5. Montrer, qu’au-dela d’un certain entier naturel ng, on a :
5
e = L1 < 2lon = LI

6. Conclure!
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Théoréme des accroissements finis et théoréme de Rolle

1. Soit a et b deux réels. Soit n un entier naturel. On pose :

n n

Co=> (~1)" (Z) cos(kb+a) et S,=> (~1)* (Z) sin(kb + a).

k=0 k=0

Montrer que : C,, + iS5, = exp (ia) x (1 —exp (ib))" et en déduire que :

5= (e () x an (bR E20)

2. Démontrer ces égalités :

1 5 1 120
2arctan { — | = arctan { — et 4arctan | — | = arctan | —
5 12 5 119

t en dédui ™ est 4arctan | < tan [ =
et en déduire que — est 4arctan | — | — arctan [ — |.
! 5 239
3. Déterminer le signe de f sur [0, 7] ou f est la fonction suivante :

f:x cos(3z) — (24 V3) cos(2z) + (3 + 2v/3) cos(x) — (2 + V3)

Soit (Un)nen €t (Un)nen les deux suites définies par : ug = 1,19 = 2 et, pour tout entier

Up, + U . .
i " Soit n un entier naturel.

naturel n, = —+ — ¢t vpq1 =
Un+1 Unp, Un,

1. Montrer que u,, > 0, v, > 0 et u, < v,.

2. En déduire que la suite (u,),en est croissante, la suite (v,,)nen est décroissante et
qu’elles convergent vers la méme limite.

3. Etudier la suite (U, X Vp)nen et déterminer la valeur de la limite commune de
(un>n€N et (Un)nEN-
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Quand dit-on que deux suites réelles sont adjacentes ?
Dans ce cas, que peut-on dire de la convergence et des limites éventuelles de ces deux
suites ?

z+ 2

14 22/ est

1. Soient z et 2z’ deux complexes unitaires tel que zz’ # —1. Montrer que
un réel.
2. Calculer (1 +¢)"+ (1 —d)" et (1 +1¢)" — (1 —4)™ avec n un entier.

Soient a et b deux réels strictement supérieurs a 1. On étudie la suite numérique (uy ), e N
définie par :

up = a, u; = b et pour tout entier naturel n, w, 1o = \/tup + /Uni1-

a b
On pose xy = ‘% —1letx = ‘g — 1. On définit les suites (v,), e €t (T,)nen par :
Vu x 7
Pour tout entier naturel n, v, = 5 "1 et Tpyo= ’;1 ?”

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est bien défini et est supérieur a 1.
2. Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a :

Un+1 + Un,

Upy2 = =———~-
2T 2(2 4 vnya)

3. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : |v,| < x,.

4. En déduire lim (u,).
n——+o00
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer le théoréme des gendarmes pour des suites de nombres réels.

On note (F) I’équation suivante d’inconnue z complexe :
(22 +1)® = (2% —1)%

1. Résoudre I'équation z® = 1 d’inconnue z complexe.

2. On suppose que z est une solution de (F). Montrer qu’il existe k dans [1,7] tel

COS (k—ﬂ-)
2 o 8

que . 27 = —'Lw.
Sin | —
8

3. Résoudre (F).

1— 1
Soientf:xHM,I—[ >

5 = —] et a un élément de |0, 1[. On définit (z,),en par

278
_ 5x,(1 — )
o = a et, pour tout entier naturel n, x,,1 = ———=

; .
1. Montrer que, pour tout x de I, f(x) € I (On dit que I est stable par f).
5)

2. Montrer que, pour tout = de I, |f'(z)] < 5

3. Montrer qu’il n’est pas possible que, pour tout entier naturel n, on ait z,, € ] 0, 5} .

Que peut-on conclure ?
4. Trouver le réel L de I tel que f(L) = L.

5. Montrer, qu’au-dela d’un certain entier naturel ng, on a :
5
e = L1 < 2lon = LI

6. Conclure!
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Théoréme des accroissements finis et théoréme de Rolle

1. Soit a et b deux réels. Soit n un entier naturel. On pose :

n n

Co=> (~1)" (Z) cos(kb+a) et S,=> (~1)* (Z) sin(kb + a).

k=0 k=0

Montrer que : C,, + iS5, = exp (ia) x (1 —exp (ib))" et en déduire que :

5= (e () x an (bR E20)

2. Démontrer ces égalités :

1 5 1 120
2arctan { — | = arctan { — et 4arctan | — | = arctan | —
5 12 5 119

t en dédui ™ est 4arctan | < tan [ =
et en déduire que — est 4arctan | — | — arctan [ — |.
! 5 239
3. Déterminer le signe de f sur [0, 7] ou f est la fonction suivante :

f:x cos(3z) — (24 V3) cos(2z) + (3 + 2v/3) cos(x) — (2 + V3)

Soit (Un)nen €t (Un)nen les deux suites définies par : ug = 1,19 = 2 et, pour tout entier

Up, + U . .
i " Soit n un entier naturel.

naturel n, = —+ — ¢t vpq1 =
Un+1 Unp, Un,

1. Montrer que u,, > 0, v, > 0 et u, < v,.

2. En déduire que la suite (u,),en est croissante, la suite (v,,)nen est décroissante et
qu’elles convergent vers la méme limite.

3. Etudier la suite (U, X Vp)nen et déterminer la valeur de la limite commune de
(un>n€N et (Un)nEN-
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Quand dit-on que deux suites réelles sont adjacentes ?
Dans ce cas, que peut-on dire de la convergence et des limites éventuelles de ces deux
suites ?

z+ 2

14 22/ est

1. Soient z et 2z’ deux complexes unitaires tel que zz’ # —1. Montrer que
un réel.
2. Calculer (1 +¢)"+ (1 —d)" et (1 +1¢)" — (1 —4)™ avec n un entier.

Soient a et b deux réels strictement supérieurs a 1. On étudie la suite numérique (uy ), e N
définie par :

up = a, u; = b et pour tout entier naturel n, w, 1o = \/tup + /Uni1-

a b
On pose xy = ‘% —1letx = ‘g — 1. On définit les suites (v,), e €t (T,)nen par :
Vu x 7
Pour tout entier naturel n, v, = 5 "1 et Tpyo= ’;1 ?”

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est bien défini et est supérieur a 1.
2. Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a :

Un+1 + Un,

Upy2 = =———~-
2T 2(2 4 vnya)

3. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a : |v,| < x,.

4. En déduire lim (u,).
n——+o00



