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COLLES DE MATHEMATIQUES

Définition d’un systéme complet d’événements.

Soient (ey, €9, €3,¢4) la base canonique de R* et u I’ endomorphisme de R* défini par

(e1) = erteatestes
u(es) es +e3

(63) = 261 ol 264

( ) = 261—262+€3+64

€4

1. u est-elle bien définie ?
2. Préciser le noyau, le rang et 'image de u.
3. Donner une base de Ker(u — ald ga), a réel, lorsque cela a du sens.

4. Recommencer l'exercice avec (eq, e, €3, €4) la base canonique de R3[X].

1. Onpose: H= {(z,y,2,t) ER :x=y=2=1}.
(a) Montrer que H est une espace vectoriel et en donner sa dimension.
(b) Est ce que H est le noyau d’'une application f: R* — R??

2. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R3[X] tel que si (ey, es, €3, €4)
désigne la base canonique de R3[X] alors :

fle1) = e1 — ea + e3, f(2e1 + 3eq) = ey et tel que Ker(f) soit :

{z+yX +2X°+tX° eRy[X] tel que: v+ 2y +2=0etz+3y—t=0}.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer la formule des probabilités totales.

Soit f l'application de R3[X] définie par f: P — P(X) + (1 — X)P'(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

2. Donner une base de I'image de f.
3. Donner une base de Ker(f).

Soit D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

Iy R3 — R3
N (zy;2) = Br+y—2,272+2y— 2,4z + 2y — 2)

1. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
2. Déterminer une base de P.

3. Vérifier que P et D sont supplémentaires, cela signifie que tout vecteur z de R? se
décompose de maniére unique comme x; + x5 avec x; dans P et x5 dans D.

4. Montrer que f(D) C D.

5. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Dire ce qu’est la propriété de o-additivité.

i R3 — R3
1. Soit : g . Montrer que g est
(z;y;2) — Bx+y—2,2x+2y — 2,42 + 2y — 2)
un endomorphisme et étudier son injectivité puis sa surjectivité.

2. Pour tout fonction f continue sur R, on définit la fonction o(f) par :

x+1
Pour tout réel x, on a : (p(f)) (z) = / f(t)dt.

Recommencer la question précédente avec .

On rappelle que deux matrices A et B sont dites semblables lorsqu’il existe une matrice
P inversible telle que A soit P B P~!. On sait que cela signifie que A et B sont associées
a une méme application linéaire. On cherche des matrices inversibles semblables a leur
inverse. On considére f 'endomorphisme de R?® défini par :

V(l',y,Z) € Rga f(xvyaz) = (51‘ - 3y - Z,6.T _ 4y - 2,232' _y)
et on note M la matrice canoniquement associée a f.
1. Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.
2.(a) Déterminer un vecteur u; de R?, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f — Ide)
(b) Déterminer un vecteur uy, de R3, de premiére composante égale a 1, tel que :
f<UQ) — U = Uq.
(c) Déterminer un vecteur uz de R?, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f + Idgs).
3. Montrer que (uy, us, uz) et (—uy, us, uz) sont des bases de R? et donner les matrices
M et M, de f dans ces bases.

4. Calculer M; M, et en déduire que les matrices M et M ~! sont semblables.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Définition d’une probabilité et donner un exemple.

Soient (ey, €9, €3,¢4) la base canonique de R* et u I’ endomorphisme de R* défini par

(e1) = erteatestes
u(es) es +e3

(63) = 261 ol 264

( ) = 261—262+€3+64

€4

1. u est-elle bien définie ?
2. Préciser le noyau, le rang et 'image de u.
3. Donner une base de Ker(u — ald ga), a réel, lorsque cela a du sens.

4. Recommencer l'exercice avec (eq, e, €3, €4) la base canonique de R3[X].

1. Onpose: H= {(z,y,2,t) ER :x=y=2=1}.
(a) Montrer que H est une espace vectoriel et en donner sa dimension.
(b) Est ce que H est le noyau d’'une application f: R* — R??

2. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R3[X] tel que si (ey, es, €3, €4)
désigne la base canonique de R3[X] alors :

fle1) = e1 — ea + e3, f(2e1 + 3eq) = ey et tel que Ker(f) soit :

{z+yX +2X°+tX° eRy[X] tel que: v+ 2y +2=0etz+3y—t=0}.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer la formule des probabilités totales.

Soit f l'application de R3[X] définie par f: P — P(X) + (1 — X)P'(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

2. Donner une base de I'image de f.
3. Donner une base de Ker(f).

Soit D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

Iy R3 — R3
N (zy;2) = Br+y—2,272+2y— 2,4z + 2y — 2)

1. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
2. Déterminer une base de P.

3. Vérifier que P et D sont supplémentaires, cela signifie que tout vecteur z de R? se
décompose de maniére unique comme x; + x5 avec x; dans P et x5 dans D.

4. Montrer que f(D) C D.

5. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer la formule des probabilités composées.

. R3 — R3
1. Soit : g . Montrer que g est
(z;y;2) — Bz +y—2,2x+2y — 2,42 + 2y — 2)
un endomorphisme et étudier son injectivité puis sa surjectivité.

2. Pour tout fonction f continue sur R, on définit la fonction o(f) par :

z+1
Pour tout réel z, on a : (p(f)) (z) = / ft)de.

Recommencer la question précédente avec .

On rappelle que deux matrices A et B sont dites semblables lorsqu’il existe une matrice
P inversible telle que A soit P B P~!. On sait que cela signifie que A et B sont associées
a une méme application linéaire. On cherche des matrices inversibles semblables a leur
inverse. On considére f 'endomorphisme de R?® défini par :

V(z,y,2) R  f(z,9,2) = (5bz — 3y — 2,61 — 4y — 2,2z — y)
et on note M la matrice canoniquement associée a f.
1. Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.
2.(a) Déterminer un vecteur u; de R3, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f — Ides).
(b) Déterminer un vecteur uy, de R3, de premiére composante égale a 1, tel que :
f<UQ) — U = Uq.
(c) Déterminer un vecteur uz de R?, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f + Idgs).
3. Montrer que (uy, us, uz) et (—uy, us, uz) sont des bases de R? et donner les matrices
M et M, de f dans ces bases.

4. Calculer M, M, et en déduire que les matrices M et M ! sont semblables.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Définition d’une probabilité et donner un exemple.

Soient (ey, €9, €3,¢4) la base canonique de R* et u I’ endomorphisme de R* défini par

(e1) = erteatestes
u(es) es +e3

(63) = 261 ol 264

( ) = 261—262+€3+64

€4

1. u est-elle bien définie ?
2. Préciser le noyau, le rang et 'image de u.
3. Donner une base de Ker(u — ald ga), a réel, lorsque cela a du sens.

4. Recommencer l'exercice avec (eq, e, €3, €4) la base canonique de R3[X].

1. Onpose: H= {(z,y,2,t) ER :x=y=2=1}.
(a) Montrer que H est une espace vectoriel et en donner sa dimension.
(b) Est ce que H est le noyau d’'une application f: R* — R??

2. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R3[X] tel que si (ey, es, €3, €4)
désigne la base canonique de R3[X] alors :

fle1) = e1 — ea + e3, f(2e1 + 3eq) = ey et tel que Ker(f) soit :

{z+yX +2X°+tX° eRy[X] tel que: v+ 2y +2=0etz+3y—t=0}.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer la formule des probabilités totales.

Soit f l'application de R3[X] définie par f: P — P(X) + (1 — X)P'(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

2. Donner une base de I'image de f.
3. Donner une base de Ker(f).

Soit D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

Iy R3 — R3
N (zy;2) = Br+y—2,272+2y— 2,4z + 2y — 2)

1. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
2. Déterminer une base de P.

3. Vérifier que P et D sont supplémentaires, cela signifie que tout vecteur z de R? se
décompose de maniére unique comme x; + x5 avec x; dans P et x5 dans D.

4. Montrer que f(D) C D.

5. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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COLLES DE MATHEMATIQUES

Enoncer la formule des probabilités composées.

. R3 — R3
1. Soit : g . Montrer que g est
(z;y;2) — Bz +y—2,2x+2y — 2,42 + 2y — 2)
un endomorphisme et étudier son injectivité puis sa surjectivité.

2. Pour tout fonction f continue sur R, on définit la fonction o(f) par :

z+1
Pour tout réel z, on a : (p(f)) (z) = / ft)de.

Recommencer la question précédente avec .

On rappelle que deux matrices A et B sont dites semblables lorsqu’il existe une matrice
P inversible telle que A soit P B P~!. On sait que cela signifie que A et B sont associées
a une méme application linéaire. On cherche des matrices inversibles semblables a leur
inverse. On considére f 'endomorphisme de R?® défini par :

V(z,y,2) R  f(z,9,2) = (5bz — 3y — 2,61 — 4y — 2,2z — y)
et on note M la matrice canoniquement associée a f.
1. Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.
2.(a) Déterminer un vecteur u; de R3, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f — Ides).
(b) Déterminer un vecteur uy, de R3, de premiére composante égale a 1, tel que :
f<UQ) — U = Uq.
(c) Déterminer un vecteur uz de R?, de premiére composante égale a 1, appartenant
a Ker(f + Idgs).
3. Montrer que (uy, us, uz) et (—uy, us, uz) sont des bases de R? et donner les matrices
M et M, de f dans ces bases.

4. Calculer M, M, et en déduire que les matrices M et M ! sont semblables.



