Les fonctions up sont continues sur [0, 1] pour n = 1 et dérfvables sur |0, 1] avec
U (r) ="l 4nhI)

Le tableau de variation de u, donne
1
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La suite de fonctions converge done uniformément sur [0, 1] vers Ia fonction nulle.



Pour x < |0, Jrn-c,[ ‘fnl:xl] — 0 car |fulz)] £ £.
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Il ¥ a done convergence uniforme vers la fonction nulle.

r

a) Soit T € [0, +o00|.
Siz =10 alors u,(r) =0 0.
Si r = 0 alors uql::.} —3 0 car e ™F 5 0.
La suite de fonctions (u,) converge done simplement vers la fonction nulle sur BT,
b) On a

sup |un(z)| e ™ =0

[, e
done il y a convergence uniforme sur [z, +oof avec a = 0.
c) Puisque

lunll o = uafm/2n) = ™2 £30

il n'y a pas convergence uniforme sur BT,



On a
Vz € R, !.fn{-rﬂ = 1/'('1"12

Puisque 3~ 1/n? converge, il y a convergence normale, donc uniforme, done simple
sur R.

—— s

On a || fa]| ., = 1/n or ¥ 1/n diverge donc il n’y a pas convergence normale sur R.
Pour z € R, la série numérique % f,,(x) satisfait le critere de Leibniz, il ¥ a donc
convergence simple sur R et

1 |
Z Inl® W+1+x2g-’%’+1
n=N41 2
done ||Ry||,. < 555 — 0. Il y a done convergence uniforme sur R.



Poiie =10, 5.(2 ( =1 est sommable.
Pour x # 0, n?f,,(x) ——— 0 par croissance comparée et done la série numérique

n—4-oo
> fu(z) converge.
On peut done affirmer que la série de fonctions 3 f,, converge simplement sur R¥.
L’étude des variations des fonetions f,, donne

I falloo = fn (2/VR) = =

II n’y a done par convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur RT.
En revanche, pour a > 0 et n assez grand de sorte que 2//n < a, on a

|2/l o, 2,00 = fr(@)

et done 3 f,, converge normalement sur [a, +oo[ car la série numérique 3 f,(a)
converge.

A fortiori, il ¥ a aussi convergence uniforme de > f,, sur chaque [a, +00[ avec

a > 0.

Montrons qu'il n'y a cependant par convergence uniforme sur [0, +o00].

Par 'absurde, s’il y avait convergence uniforme sur [0, +oc], la fonetion somme de
la série Y f,, serait continue car chaque f,, est continue. Soit N € N*. Par
positivité des fonetions sommées
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et done la fonction somme ne tend par vers 0 en 0.
Ceci contredit sa continuité.



