








[énoncé]
a) Pour x ∈ ]0, 1[, on obtient par sommation géométrique

+∞
∑

n=0

un(x) = −
x2 ln x

1 + x2

Cette relation vaut aussi pour x = 0 ou x = 1.
b) On peut appliquer le critère spécial des séries alternées et donc

|Rn(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

(−1)k+2x2k+2 ln x

∣

∣

∣

∣

∣

6 x2(n+2) |ln x|

L’étude de ϕ : x 7→ x2(n+2) |ln x| donne

∀x ∈ [0, 1] , x2(n+2) |ln x| 6
e−1

2(n + 2)



donc

‖Rn‖
∞

6
e−1

2(n + 2)
→ 0

c) On a
∫ 1

0

ln x

1 + x2
dx =

∫ 1

0

ln x dx −

∫ 1

0

x2 ln x

1 + x2
dx

et on peut calculer la dernière intégrale par intégration terme à terme car
converge uniformément sur [0, 1]. Cela donne

∫ 1

0

ln x

1 + x2
dx = −1 +

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 3)2

puis le résultat.



a) Soit x ∈ [0 ; +∞[.
Si x = 0 alors un(x) = 0 → 0.
Si x > 0 alors un(x) → 0 car e−nx → 0.
La suite de fonctions (un) converge donc simplement vers la fonction nulle
sur R+.

b) On a
sup

x∈[a;+∞[

|un(x)| ≤ e−na → 0

donc il y a convergence uniforme sur [a ; +∞[ avec a > 0.



a) Par récurrence sur n ∈ N.
Pour n = 0 : u0(x) = 1 et u1(x) = 1 +

∫

x

0
dt = 1 + x donc 0 6 u1(x) − u0(x) = x.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

un+2(x) − un+1(x) =

∫

x

0

un+1(t − t2) − un(t − t2) dt

or un+1(t − t2) − un(t − t2) > 0 donc un+2(x) − un+1(x) > 0 et

un+1(t − t2) − un(t − t2) 6
(t − t2)n+1

(n + 1)!
6

tn+1

(n + 1)!

puis

un+2(x) − un+1(x) 6
xn+2

(n + 2)!

Récurrence établie.
b) Pour tout x ∈ R, on sait qu’il y a convergence de la série exponentielle

∑ xn

n!

Par comparaison de série à termes positifs, il y a convergence de la série
télescopique

∑

un+1(x) − un(x)

et donc convergence de la suite (un(x)).
c) Pour tout x ∈ [0, 1],

|u(x) − un(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n+1

(uk(x) − uk−1(x))

∣

∣

∣

∣

∣

donc

|u(x) − un(x)| 6

+∞
∑

k=n+1

xk

k!
6

+∞
∑

k=n+1

1

k!
−−−−−→
n→+∞

0

Ainsi (un) converge uniformément vers u. On en déduit que u est continue et,
toujours par convergence uniforme

∀x ∈ [0, 1] ,

∫

x

0

un(t − t2) dt −−−−−→
n→+∞

∫

x

0

u(t − t2) dt
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