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Ainsi Imu ⊂ E1 et finalement Imu = E1. On peut conclure que u ∈ Γ et ũ = w : φ
est surjectif.
e) ϕ est un morphisme bijectif : il transporte la structure de groupe existant sur
GL(E2) en une structure de groupe sur (Γ, ◦). Le neutre est l’antécédent de IdE2

c’est-à-dire la projection sur E2 parallèlement à E1.

Exercice 13 : [énoncé]
a) L’application T est évidemment linéaire et est à valeurs dans E.
Soit g ∈ E. Montrons que l’équation Tf = g admet une solution unique.
Unicité : Si Tf = g alors x 7→

∫ x
0 f(t) dt est solution sur R de l’équation

différentielle linéaire y′ + y = g vérifiant y(0) = 0. Par le théorème de Cauchy ceci
détermine x 7→

∫ x
0 f(t) dt de façon unique et donc f aussi.

Existence : La dérivée de la fonction solution y′ + y = g vérifiant y(0) = 0 est
solution.
b) Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie stable par T . Notons I
l’endomorphisme de E défini par I(f) : x 7→

∫ x
0 f(t) dt. Puisque F est stable par

T , F est aussi stable par I. L’endomorphisme induit par I sur le sous-espace
vectoriel de dimension finie F admet un polynôme minimal
π = Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a0. On a alors pour tout f ∈ F l’égalité
y + an−1y

′ + · · ·+ any
(n) = 0 en notant y = In(f). De plus, on a les conditions

initiales y(0) = . . . = y(n−1)(0) = 0 ce qui donne y = 0 puis f = 0. Ainsi F = {0}.
Finalement, l’espace nul est le seul espace de dimension finie stable par T . Quel
intérêt au « impaire » ?

Exercice 14 : [énoncé]
Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B et u
l’endomorphisme de E représenté par la matrice A dans B. On a u2 = 0 et u 6= 0.
Notons que cela entraîne dim Imu = 1 et dim keru = 2.
Cherchons une base B′ = (ε1, ε2, ε3) telle que MatB′(u) = B. Après analyse du
problème : Considérons ε1 /∈ ker(u) et ε2 = u(ε1). ε2 est un vecteur non nul de
keru qui peut être complétée en une base (ε2, ε3) de keru. Formons
B′ = (ε1, ε2, ε3). Si λ1ε1 + λ2ε2 + λ3ε3 = 0 alors en appliquant u, λ1u(ε1) = 0
donc λ1 = 0 puis λ2ε2 + λ3ε3 = 0 entraîne λ2 = λ3 = 0 puisque (ε2, ε3) est libre.
Finalement la famille B′ est libre et c’est donc bien une base de E. La matrice de
u dans cette base est bien la matrice B. On peut conclure.

Exercice 15 : [énoncé]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f ∈ L(E) de
matrice A dans B.

On vérifie fn−1 6= 0 et fn = 0.
Soit x /∈ ker fn−1. Un tel x existe puisque fn−1 6= 0.
Considérons B′ = (fn−1(x), . . . , f(x), x).
Supposons

λn−1f
n−1(x) + · · ·+ λ1f(x) + x = 0

En y appliquant successivement fn−1, . . . , f, Id on obtient λ0 = 0, . . . , λn−2 = 0
puis λn−1 = 0 car fn−1(x) 6= 0.
B′ est une famille libre formée de n = dimE vecteurs, c’est donc une base de E.
La matrice de f dans la base B′ est égale à B.
Les matrices A et B sont donc semblables.

Exercice 16 : [énoncé]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f ∈ L(E) de
matrice A dans B.
On observe que Imf et ker f sont supplémentaires dans E.
Dans une base B adaptée à cette supplémentarité, la matrice de f est de la forme

B =
(
A′ 0
0 0

)
avec A′ matrice de taille r. De plus r = rgA = rgB = rgA′ donc A′ est inversible.

Exercice 17 : [énoncé]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f ∈ L(E) de
matrice A dans B.
On observe r = rgf , f 6= 0 et f2 = 0 de sorte que Imf ⊂ ker f .
Soit (e1, . . . , er) une base de Imf complétée en (e1, . . . , en−r) base de ker f .
Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, il existe en−r+i vecteur de E tel que f(en−r+i) = ei.
Montrons que (e1, . . . , en) est libre.
Supposons
λ1e1 + · · ·+ λrer + λr+1er+1 + · · ·+ λn−ren−r + λn−r+1en−r+1 + · · ·+ λnen = 0
(1).
En appliquant f à la relation (1), on obtient λn−r+1e1 + · · ·+ λner = 0 et donc
λn−r+1 = . . . = λn = 0 car (e1, . . . , er) libre.
La relation (1) devient λ1e1 + · · ·+ λrer + λr+1er+1 + · · ·+ λn−ren−r = 0 et donc
λ1 = . . . = λn−r = 0 car (e1, . . . , en−r) libre.
La famille (e1, . . . , en) est libre et formée de n = dimE vecteurs de E c’est donc
une base de E et la matrice de f dans celle-ci est égale à B. On peut conclure que
A et B sont semblables.
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Exercice 1 : [énoncé]

(a) M(a, b) = PD(a, b)P−1 avec D(a, b) = diag((a + b)2, (a − b)2, a2 − b2, a2 − b2) et

P =


1 1 1 0
1 −1 0 1
1 −1 0 −1
1 1 −1 0


(b) M(a, b)n → 0 si, et seulement si, |a + b| < 1, |a − b| < 1 et

∣∣∣a2 − b2
∣∣∣ < 1.

Or a2 − b2 = (a + b)(a − b) donc la dernière condition l’est automatiquement si les
deux premières le sont.
L’étude graphique est alors simple.

Exercice 2 : [énoncé]
A = PDP−1 avec D = diag(a + (n − 1)b, a − b, . . . , a − b) et

P =


1 1 (0)
... −1

. . .
...

. . . 1
1 (0) −1


B = Q∆Q−1 avec
Si n est impair : ∆ = diag(a + (n − 1)b, b − a, . . . , b − a, a − b, . . . , a − b) et

Q =



1 1 (0) 1 (0)
...

. . .
. . .

... (0) 1 (0) 1

... 0 · · · 0 −2 · · · −2

... (0) −1 (0) 1

...
...

...

1 −1 (0) 1 (0)



Si n pair : ∆ = diag(a + (n − 1)b, b − a, . . . , b − a, a − b, . . . , a − b) et

Q =



1 1 (0) 1 (0)
...

. . . −1
. . .

...
. . .

. . . 1
... (0) 1 (0) −1
... (0) −1 (0) −1
...

...
... 1

...
... −1

... (0)
1 −1 (0) 1


Exercice 3 : [énoncé]
Étudions la première matrice que nous noterons A.
Celle-ci est de rang 2 et on peut facilement déterminer une base de son noyau.
En posant le système AX = λX avec λ , 0, on obtient une solution non nulle sous réserve
que

λ2 − λ − (n − 1) = 0

En notant λ1 et λ2 les deux racines de cette équation, on obtient A = PDP−1 avec

P =



1 (0) 1 1
. . .

...
...

(0) 1
...

...
−1 · · · −1 1 1
0 0 0 λ1 λ2


et D = diag(0, . . . , 0, λ1, λ2)

En reprenant la même démarche avec la seconde matrice que nous noterons B, on obtient
B = PDP−1 avec

P =



1 0 · · · 0 λ1 λ2
0 1 (0) 2 2
...

. . .
...

...
... (0) 1

...
...

0 −1 · · · −1 2 2
−1 0 · · · 0 λ1 λ2


et D = diag(0, . . . , 0, λ1, λ2)

où λ1, λ2 sont les deux racines de

λ2 − 2λ − 2(n − 2) = 0
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Exercice 1 : [énoncé]
a) Puisque p4 = p2, une valeur propre λ doit vérifier λ4 = λ2 donc λ ∈ {−1, 0, 1}.
b) Si p est diagonalisable alors sa matrice A dans une base de vecteurs propres
sera diagonale avec des −1, 0 ou 1 sur la diagonale. Comme alors A3 = A on a
p3 = p.
Si p3 = p alors p est annulé par un polynôme scindé à racines simples donc p est
diagonalisable.

Exercice 2 : [énoncé]
Si 1 et −1 sont les seules valeurs propres alors f ∈ GL(E) et la relation f4 = f2

donne f2 = Id ce qui fournit un polynôme annulateur scindé à racines simples et
permet de conclure.
Si 1 et −1 ne sont pas les seules valeurs propres c’est que 0 est aussi valeur propre
car les valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynôme annulateur. f
présente alors 3 = dimEvaleurs propres distincts donc f est diagonalisable.

Exercice 3 : [énoncé]
ϕ2(M) = P (PM +MP ) + (PM +MP )P = PM + 2PMP +MP car P 2 = P .
ϕ3(M) = PM + 6PMP +MP .
Par suite ϕ3(M)− 3ϕ2(M) = −2PM − 2MP = −2ϕ(M).
Ainsi ϕ annule le polynôme X3 − 3X2 + 2X = X(X − 1)(X − 2).
Puisque ce polynôme est scindé simple, l’endomorphisme ϕ est diagonalisable.

Exercice 4 : [énoncé]
a) Puisque u3 = u, par annulation d’un polynôme scindé simple, on peut affirmer
que u est diagonalisable de valeurs propres possibles 0, 1,−1. Par les égalités
tru = 0 et tru2 = 2n on peut affirmer qu’il existe une base de R2n+1 dans laquelle
la matrice de u est de la forme

A =

 In 0 0
0 −In 0
0 0 0


Les matrices commutant avec A étant celle de la forme M 0 0

0 N 0
0 0 α



avec M,N ∈Mn(R), on peut affirmer

dimC(u) = 2n2 + 1

b) Πu = X3 −X donc dimR [u] = 3 et par suite C(u) = R [u] si, et seulement si,
n = 1.

Exercice 5 : [énoncé]
a) Si A2 = A alors f2

A = fA. fA est une projection donc diagonalisable.
b) Pour tout P ∈ R [X], on observe P (fA) : M 7→ P (A)M de sorte que

P (fA) = 0⇔ P (A) = 0

Tout endomorphisme étant diagonalisable si, et seulement si, il annule un
polynôme scindé simple, on peut conclure.

Exercice 6 : [énoncé]
a) oui.
b) Si A est inversible alors M 7→ A−1M est clairement application réciproque de
f .
Si f est inversible alors posons B = f−1(In). On a AB = In donc A est inversible.
c) On observe que fn(M) = AnM donc pour P ∈ C [X],

P (f)(M) = P (A)M

Par suite P est annulateur de f si, et seulement si, il est annulateur de A.
Puisque la diagonalisabilité équivaut à l’existence d’un polynôme annulateur
scindé à racines simples, on peut conclure.

Exercice 7 : [énoncé]
a) En développant, on vérifie (f − αId) ◦ (f − βId) = 0̃.
L’endomorphisme f annule un polynôme scindé simple, il est donc diagonalisable.
De plus Spf ⊂ {α, β}.
On af(x) = αx⇔ βv(x) = αv(x)⇔ v(x) = 0.
b) On a (f − βId) = (α− β)u et (f − αId) = (β − α)v.
La relation (f − αId) ◦ (f − βId) = 0̃ donne v ◦ u = 0̃ et par un calcul symétrique
on obtient aussi u ◦ v = 0̃.
On en déduit u = u ◦ Id = u2 + u ◦ v = u2 et donc u est une projection vectorielle.
De plus keru = ker ((α− β)u) = ker(f − βId) et
Imu = ker(Id− u) = ker v = ker(f − αId).
c) Par récurrence fn = αnu+ βnv.
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Exercice 1 : [énoncé]
a) χA(X) = (X + 1)(X − 1)2.
b) E−1 = Vectt

(
1 1 2

)
, E1 = Vectt

(
1 0 1

)
.

La matrice A n’est pas diagonalisable mais on peut la rendre semblable à la
matrice

T =

 −1 0 0
0 1 1
0 0 1


On prend C1 = t

(
1 1 2

)
, C2 = t

(
1 0 1

)
.

On détermine C3 tel que AC3 = C3 + C2. C3 = t
(

0 −1 0
)
convient.

Pour

P =

 1 1 0
1 0 −1
2 1 0


on a P−1AP = T .

Exercice 2 : [énoncé]
a) χA(X) = (X − 1)3.
b) E1 = Vectt

(
1 0 1

)
.

La matrice A n’est pas diagonalisable, mais on peut la rendre semblable à la
matrice

T =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1


On prend C1 = t

(
1 0 1

)
.

On détermine C2 tel que AC2 = C2 + C1. C2 = t
(

0 1 0
)
convient.

On détermine C3 tel que AC3 = C3 + C2. C3 = t
(

0 −1 1
)
convient.

Pour

P =

 1 0 0
0 1 −1
1 0 1


on a P−1AP = T .

Exercice 3 : [énoncé]
Le polynôme caractéristique χA(X) = (X − 1)3 est scindé donc A est
trigonalisable.

On a

E1(A) = Vect


 1

0
0

 ,

 0
−1
1




et puisque

A

 0
0
1

 =

 0
−1
2

 =

 0
0
1

+

 0
−1
1


on a A = PTP−1 avec

T =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 et P =

 1 0 0
0 −1 0
0 1 1



Exercice 4 : [énoncé]
Notons A la matrice étudiée.
Après calcul, son polynôme caractéristique est χA = (X − 9)3.
Celui-ci est scindé et par conséquent la matrice A est trigonalisable.
Après résolution

E9(A) = Vect (1, 1,−1/2)

dimE9(A) = 1 et X1 = t
(

1 1 −1/2
)
est vecteur propre. Complétons ce

vecteur en une base et considérons la matrice de passage associée

P =

 1 0 0
1 1 0
−1/2 0 1


On a

P−1AP =

 9 −5 −2
0 12 −6
0 3/2 6


Considérons alors la sous matrice

A′ =
(

12 −6
3/2 6

)
de polynôme caractéristique (X − 9)2 car χA(X) = (X − 9)χA′(X). Après
résolution

E9(A′) = Vect(1, 1/2)
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A a donc, d’après l’énoncé, trois vecteurs propres formant une base deM3,1(C) (car famille libre de 3 éléments de
M3,1(C)) et est de taille 3, elle est donc diagonalisable.

Appelons λ1 la valeur propre associée à X, λ2 la valeur propre associée à Y et λ3 la valeur propre associée à Z.

On a donc : A = PDP−1 avec P =

1 1 1
1 0 −1
1 −1 0

 et D =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

.

Développons tout ça, on obtient que :

A =
1

3

λ1 + λ2 + λ3 λ1 + λ2 − 2λ3 λ1 − 2λ2 + λ3

λ1 − λ3 λ1 + 2λ3 λ1 − λ3

λ1 − λ2 λ1 − λ2 λ1 + 2λ3

 .

Or on sait que A est

1 b c
1 b′ c′

1 b′′ c′′

. En utilisant la première colonne, on peut donc affirmer que :

λ1 + λ2 + λ3 = λ1 − λ3 = λ1 − λ2 = 3

ce qui donne : λ1 = 3 et λ2 = λ3 = 0. Terminons le travail :

A =

1 1 1
1 0 −1
1 −1 0

3 0 0
0 0 0
0 0 0

1 1 1
1 0 −1
1 −1 0

−1

=

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1. (a) On calcule J2 puis J3, on obtient que : J3 = I3.
(b) On résout l’équation z3 = 1 d’inconnue z complexe. En utilisant les notions de racines nième, on obtient que

1, j (en posant j = e
2iπ
3 ) et j2 sont les solutions de cette équation. On refait la démo de la méthode sur les

polynômes annulateurs pour démontrer que les trois valeurs propres possibles de J sont donc 1, j et j2.
(c) Pour montrer que 1, j et j2 sont bien les valeurs propres de J (ce qu’on ne sait pas encore, on vous rappelle

qu’un nombre peut être une racine d’un polynôme annulateur d’une matrice sans en être une valeur propre),

on introduit, comme d’hab, pour λ valant 1, j ou j2, ce système : (Sλ) : J

 a
b
c

 = λ

 a
b
c

 d’inconnue a
b
c

 élément deM3,1(C).

Bref, calcul habituel.... Puisque j3 = 1, on obtient que :

J

 1
1
1

 =

 1
1
1

 , J

 1
j
j2

 = j

 1
j
j2

 et J

 1
j2

j

 = j2

 1
j2

j


Ceci prouve que 1, j et j2 sont bien des valeurs propres de J ... et même les valeurs propres de J (car un
nombre ne peut pas être une valeur propre d’une matrice si elle n’est pas racine d’un polynôme annulateur
de cette matrice).

2. (a) No problemo : M = aI3 + bJ + cJ2.

(b) On sait que J = PDP−1 avec P =

1 1 1
1 j j2

1 j2 j

 et D =

1 0 0
0 j 0
0 0 j2

. Cela donne : J2 = PD2P−1 et

donc :
M = aI3 + bJ + cJ2 = aPI3P

−1 + bPDP−1 + cPD2P−1 = P (aI3 + bD + cD2)P−1

Or, aI3 + bD + cD2 est

a+ b+ c 0 0
0 a+ jb+ j2c 0
0 0 a+ j2b+ jc

 . Elle est donc diagonale et M est donc

diagonalisable...
(c) ... et les valeurs propres de M sont donc a+ b+ c, a+ jb+ j2c et a+ j2b+ jc.



1. A est de rang 2 donc Ker(f) est de dimension n − 2 (On rappelle que n est supérieur à 3...). Mis à part la
première, les colonnes de A sont les mêmes. On en déduit une famille d’ éléments du noyau :



0
1
−1
0
0
...
0


,



0
0
1
−1
0
...
0


, · · · ,



0
...
0
0
0
1
−1




Cette famille est même une base du noyau car c’est une famille libre (à prouver) de Ker(f) ayant dim (Ker(f))
éléments.
Pour l’image, il suffit de regarder deux secondes la matrice ! Im (f) est engendré par (e1, e2) en posant e1 =

1
1
...
1

 et e2 =


1
0
...
0

.

2. Déjà 0 est valeur propre de f et Ker(f) est le sous-espace propre associé.
Il ne reste au maximum deux valeurs propres à trouver (+ astuces).
Supposons que λ soit une valeur propre non nulle de f et x un vecteur propre associé à λ.
Ecrire f(x) = λx implique que x est dans Im (f) (puisque λ est non nul). On peut donc écrire x sous la forme
ae1 + be2.

f(x) = λx nous donne alors A


a
a
...
a

+A


b
0
...
0

 = λ


a
a
...
a

+λ


b
0
...
0

. On développe, on obtient : b+na =

λ(a+ b) et b+ a = λa. On en déduit que b = a(λ− 1) et a(n− 1 + λ− λ2) = 0.
On ne veut pas a = b = 0 (car x n’est pas le vecteur nul), on trouve donc que n − 1 + λ − λ2 = 0 soit

λ =
1±
√
4n− 3

2
(On rerappelle que n est supérieur à 3...). Le sous-espace associé à

1 +
√
4n− 3

2
est engendré

par


1+
√

4n−3
2
1
...
1

 et le sous-espace associé à
1−
√
4n− 3

2
est engendré par


1−
√

4n−3
2
1
...
1

.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
a) Si B = P−1AP alors

χB(λ) = det(λP−1P − P−1AP ) = χA(λ)

b) Inversement A =
(

0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
0 0

)
ne sont pas semblables mais ont

même polynôme caractéristique.

Exercice 2 : [énoncé]
Soit G un supplémentaire de F . Dans une base adaptée à la décomposition
E = F ⊕G, la matrice de u est triangulaire supérieure par blocs et en calculant le
polynômes caractéristique de u par cette matrice on obtient immédiatement la
propriété demandée.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Pour x ∈ C,

det(xIn −AB) = detA det(xA−1 −B) = det(xA−1 −B) detA = det(xIn −BA)

donc
χAB(x) = χBA(x)

b) La matrice A+ 1
pIn n’est pas inversible seulement si −1/p est valeur propre de

A. Puisque la matrice A ne possède qu’un nombre fini de valeurs propres, pour p
assez grand on est sûr que A+ 1

pIn ∈ GLn(C).
Comme vu ci-dessus, pour x ∈ C,

χ(A+ 1
p In)B(x) = χB(A+ 1

p In)(x)

En passant à la limite quand p→ +∞, on obtient χAB(x) = χBA(x).
Ceci valant pour tout x ∈ C, les polynômes χAB et χBA sont égaux.

Exercice 4 : [énoncé]
D’une part (

λIn A
B Ip

)(
In On,p
−B Ip

)
=
(
λIn −AB A
Op,n Ip

)

D’autre part (
In On,p
−B λIp

)(
λIn A
B Ip

)
=
(

λIn A
Op,n λIp −AB

)
En passant au déterminant, on obtient

detM = χAB(λ) et λp detM = λnχBA(λ)

et on en déduit
λpχAB(λ) = λnχBA(λ)

Exercice 5 : [énoncé]
Dans le cas où

A = Jr =
(
Ir 0
0 0

)
la propriété est immédiate en écrivant

B =
(
C D
E F

)
avec C bloc carré de taille r.
Dans le cas général, on peut écrire A = QJrP avec r = rgA et P,Q inversibles.

XqχAB(X) = XqχQ−1ABQ(X) = XqχJrPBQ(X)

donc
XqχAB(X) = XpχPBQJr (X) = XpχBQJrP (X) = XpχBA(X)

Exercice 6 : [énoncé]
Il est bien connu que

∀M,N ∈Mn(K), χMN = χNM

On en déduit

χ(AB)p = χ[A(BA)p−1]B = χB[A(BA)p−1] = χ(BA)p

Exercice 7 : [énoncé]

χA−1(x) = det(xIn −A−1) = detA−1 det(xA− In) = (−x)n

detA det
(

1
x
I −A

)
Or det(A) = (−1)nχA(0) donc

χA−1(x) = xn

χA(0)χA(1/x)
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
χA = X2 − (a+ d)X + (ad− bc) annule matrice A.
On en déduit

A−1 = 1
ad− bc

((a+ d)I2 −A)

Exercice 2 : [énoncé]
χA = (X − λ1) . . . (X − λn) annule A en vertu du théorème de Cayley Hamilton.

Exercice 3 : [énoncé]
Par Sarrus

χA = X(X2 + (a2 + b2 + c2))

a) Si (a, b, c) 6= (0, 0, 0) alors a2 + b2 + c2 > 0 et la matrice A n’est pas
diagonalisable sur R car son polynôme caractéristique n’est pas scindé.
Si (a, b, c) = (0, 0, 0) alors A est la matrice nulle.
b) Si (a, b, c) 6= (0, 0, 0) alors la matrice A diagonalisable dansM3(C) car possède
trois valeurs propres distinctes à savoir 0 et ±i

√
a2 + b2 + c2.

Si (a, b, c) = (0, 0, 0) alors A est la matrice nulle.
c) Puisque 0 est la seule valeur propre réelle de A et puisque B est inversible si, et
seulement si, −λ est valeur propre de A, on peut conclure que B est inversible
pour tout λ 6= 0.
d) Puisque le polynôme caractéristique est annulateur de A on a

A3 + (a2 + b2 + c2)A = O3

donc
(B − λI3)3 + (a2 + b2 + c2)(B − λI3) = O3

Il suffit de développer et de réorganiser pour obtenir une expression du type

B(uB2 + vB + wI3) = I3

et conclure
B−1 = uB2 + vB + wI3 = αA2 + βA+ γI3

Exercice 4 : [énoncé]
Considérons le polynôme caractéristique de u :

χu = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 avec a0 = (−1)n detu 6= 0

Puisque χu(u) = 0̃, on obtient

un + an−1u
n−1 + · · ·+ a1u+ a0Id = 0̃

Par suite
un + an−1u

n−1 + · · ·+ a1u = −a0Id

En composant avec u−1 à gauche on obtient

un−1 + an−1u
n−2 + · · ·+ a1Id = −a0u

−1

et on en déduit

u−1 = − 1
a0

(
un−1 + an−1u

n−2 + · · ·+ a1IdE

)
∈ K [u]

Exercice 5 : [énoncé]
a) Si f est diagonalisable alors f est représenté par λIn dans une certaine base et
donc f est une homothétie vectorielle. La réciproque est immédiate.
b) Calculé dans une base de triangulation, χf (x) = (x− λ)n.
c) χf est annulateur de f dans (f − λId)n = 0̃.

Exercice 6 : [énoncé]
a) Le polynôme caractéristique de f est un polynôme de degré n annulant f .
Ainsi fn ∈ Vect(Id, f, . . . , fn−1). Par récurrence, on montre alors que pour tout
m > n, fm ∈ Vect(Id, f, . . . , fn−1).
Par suite fn(x), . . . , fN−1(x) ∈ Vect(x, f(x), . . . , fn−1(x)) puis
E = Vect(x, f(x), . . . , fN−1(x)) donne E = Vect(x, f(x), . . . , fn−1(x)). La famille
(x, f(x), . . . , fn−1(x)) est alors génératrice et formée de n = dimE vecteurs de E,
c’est donc une base de E.
b) Les polynômes en f commute avec f .
Inversement, supposons que g ∈ L(E) commute avec f . Puisque g(x) ∈ E, on peut
écrire g(x) = a0x+ a1f(x) + · · ·+ an−1f

n−1(x).
Puisque f et g commute, on a encore
g(fk(x)) = a0f

k(x) + a1f
k+1(x) + · · ·+ an−1f

n+k−1(x) de sorte que les
endomorphismes g et a0Id + a1f + · · ·+ an−1f

n−1 coïncident sur une base de E et
c’est donc égaux. Au final f est un polynôme en f .
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