


Exercice 2 : [énoncé]
Si 1 et −1 sont les seules valeurs propres alors f ∈ GL(E) et la relation f4 = f2

donne f2 = Id ce qui fournit un polynôme annulateur scindé à racines simples et
permet de conclure.
Si 1 et −1 ne sont pas les seules valeurs propres c’est que 0 est aussi valeur propre
car les valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynôme annulateur. f

présente alors 3 = dim Evaleurs propres distincts donc f est diagonalisable.
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Exercice 3 : [énoncé]
a) Pour x ∈ C,

det(xIn − AB) = det A det(xA−1
− B) = det(xA−1

− B) det A = det(xIn − BA)

donc
χAB(x) = χBA(x)

b) La matrice A + 1
p
In n’est pas inversible seulement si −1/p est valeur propre de

A. Puisque la matrice A ne possède qu’un nombre fini de valeurs propres, pour p
assez grand on est sûr que A + 1

p
In ∈ GLn(C).

Comme vu ci-dessus, pour x ∈ C,

χ(A+ 1

p
In)B(x) = χB(A+ 1

p
In)(x)

En passant à la limite quand p → +∞, on obtient χAB(x) = χBA(x).
Ceci valant pour tout x ∈ C, les polynômes χAB et χBA sont égaux.
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