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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Enoncer le théoreme du rang pour une application linéaire f : ' — F

Dire si les espaces suivants sont ou non des espaces vectoriels (Preuve attendue!) :

1.
2.

3.

E={(z,y) e R? tel que : zy =0 },
E={(r,y,2,t) eR*telque: x +y=2zet z—t =0},

E = {(j ZZ) GMQ(R)telque:x+2y+z:0ety+z—2t20}.

On note f ’endomorphisme de R3 dont la matrice canoniquement associée est A avec :

A:

@ s 8=

2 1 =2
1 0 0 |.B désignera la base canonique de R3, n un entier naturel.
01 0

Expliciter f.

Montrer que A est inversible, que peut-on en déduire pour f?
Déterminer le rang de f — idgs

Montrer que v = (1,1, 1) appartient au noyau de f — idgs.

En déduire Ker(f — idgs).

Soit v = (1, —1,1) et w = (4,2,1). Déterminer f(v) et f(w) en fonction de v et de
w.

7. Montrer que C = (u, v, w) est une base de R3.
8. On pose D = Matc (f). Expliciter D.

9. On pose P = Matc g (idgs). Expliciter P et montrer que P est inversible puis

exprimer A" & l'aide de P, D,n et P71,
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Définir le noyau d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels. Comment peut-
on caractériser les applications linéaires injectives ?

Soient A et B les ensembles suivants :
A= {x+yX—|—zX2+tX3 € R3[X] tel que : :1:—1—33/—22:0}

B={z+yX+2X>+tX° cRs[X] telque: s —y+z+t=2—t=0}.
1. Démontrer que A et B sont des espaces vectoriels.
2. Déterminer une base de A et de B.

3. Déterminer une base de AN B.

Soit D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :
r- R3 — R3
N (my;2) = Br+y— 2,204+ 2y — 2,47 + 2y — 2)

Montrer que f est un endomorphisme.
Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.

Déterminer une base de P.

= 89 D =

Vérifier que P et D sont supplémentaires, cela signifie que tout vecteur = de R3 se
décompose de maniere unique comme 1 + x5 avec 1 dans P et x5 dans D.

Montrer que f(D) C D.

6. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

=
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Définition d’une famille libre (uq, us, ..., ux) de vecteurs dans un espace vectoriel E.

Soit f lapplication de R3[X]| définie par f: P +— P(X) + (1 — X)P'(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

2. Donner une base de I'image de f.
3. Donner une base de Ker(f).

Onpose: P={(z,y,z,t) ER telsquez +y+z=x—t=0} et :
Q= Vect ((1,1,0,1),(1,0,0,2),(2,3,0,1)).

1. Démontrer que P est un espace vectoriel.
2. Déterminez une base et la dimension des espaces P et Q).

3. Soit v = (x,vy, z,t) un vecteur de R*. Trouver des conditions nécessaires et suffi-
santes sur x,y, z et t pour que v appartienne a Q.

4. Expliciter PN Q.

5. Soit v un vecteur de R*. Montrer qu'il existe un unique couple (vi,v7) tel que v,
appartienne a @), v appartienne a P et v = vy + vs.

6. Recommencer 'exercice avec :
P={o+yX+ X" +tX° eR3[X] telsquez+y+z=a0—-t=0}

et :
Q= Vect (1+X+ X% 1+42X°2+3X+X%).



