Montrons 'existence et 'unicité de g: si F est une primitive de f fixée, g’ = f et g € E si et seulement si g = F + C ave
1 . . - . ag g - .
C=- ﬁ] F(t)dt: il y a done bien existence et unicité done ¢ est une application;

Linéarité de ¢ : g(z) = [ f(t) dt — J“ul [[7 f(t) dt] da linéaire en f.
T 1 T 1
Ecrivons g[.r]:/ f{t}dt—/ F(t}dt:f ft)de — [tF(t]];-}-/. tf(1) dt
0 ] ] 0

& 1 T 1
:/ f(f)ch:+/ (t—ljf’(f}dt:/ tf(t}dt-}—/ (t —1)f(t) dt
0 0 0 B

] o 2
donc |g(z)| < [[fllec + I1flloo E5E1 et max(a? + (1 - 2)?) = 1 (en 0 et 1 donc |lglloc <

ulll < 3.

(=) si f est continue Ker f = f=~1=({0}) est fermé.
(=] 5 Ker f est fermé et x5 & Ker f, alors =5 + Ker f est fermé done £ (x5 + Ker f) est ouvert et contient Og, donc

mais f(%)-r) = fizy) done f T;"] x € xg + Ker f ce qui est impossible. Done ¥z € By(Dg. 7). |f|f:r]| = |f|f:r“‘,|| done

Wy £ E, |j[-y}| = H:“j [[#]] et F est continue.

Pourtout = £ Ker f, |,|"I,’Tui| = |_f|f:|:} — _,I’[.rn}l = £ ”1' - :ru” done f T“” % ”:r - :ru” done J]{-l[%'i'ﬁl 4 dlzn, H).
Par définition de ||| f[|[, il existe yn £ By(0g, 1) tels que }_,I’[y.;.‘,l} — ||| FIIl = 0 donc il existe ng tel gue ¥r =
Tt ol Oo

done u continue e

3r >0, By(0g,7) C E\ (zo + Ker f). Soit x € By(0g, ), si |f(z)| = |fiza)| alors

T2l |f|fyr.]| = [ et on peut considérer zy, = :m—{-%}yr.: ona flzq) = 0done ||z.;.—:|:u|| = dizg, H soit | I'r:" | = dixg, H)
& Fi

d'oit, & la limite, AZ0 > gipy H.

Linéarité facile. ¥n € B, Nirtas1 — Fa) S N{Eag1 + Nra) = ‘Ellfr.;]Hi done ¢ est un endomorphisme et [||¢]]] = 2. Si
:;(lei]j o

=2<
N 2 = [/l

[ ]
E # {0g}. prenons = non nul et £ = (—1)"z,0na “[.I'u".l”x = N{z)et :D{f:l:r.]} = —2zx ) done

done |||¢]|| = 2. 8i E = {og}, |[|¢]l| = 0.
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Soulignons que les termes sommés pour définir la série entiere ont un sens car
Iirrationalité de v donne
Vn € N* sin(nma) # 0

a) Puisque
1

|sin(nma)| ~

la série entiere Y diverge grossierement en 1 et donc R,

nz

b) Par une récurrence facile, on montre u,, > n + 1 pour tout n € N*. On a alors

sm(n?ra)

un 1 1
Uptr  wl ™t T (e 1)m
¢) On a
+oo +oo 400
1 1 1 1 1 1
i + < il
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et puisque la suite (u,,) est croissante

+oo 400
e ey bk
k=n+1 Uk Un+1 k=n-+1 (k+1) Un41 Unp41




ALdATL UIUO 4L . LCILULIL/UJ
a) R=1.
b) Pour x € |-1,1[, on a

+o0 400
(14+2)S(x) = Z (=1)"In(n)a™ + Z (=1)"In(n)z" "
n=2 n=2
Apres décalage d’indice et réunion des deux sommes
+oo
(1+2)S(x) =Y (=)™ (In(n + 1) — In(n)) 2™
n=1

ce qui conduit a la relation demandée.
¢) Posons

gn(z) = (=1)""'1n (1 + rlz> !

ce qui définit g, : [0,1] — R continue.

A l’aide du critére spécial des séries alternées, on montre que la série de fonctions
>~ gn converge uniformément sur [0, 1] ce qui assure que sa somme est continue.
On en déduit par opérations sur les limites

lim_ S(z) = % <§ (—=1)"*1n (1 + ;))

d) En regroupant les termes d’indices impairs et pairs consécutifs

2 1 o 1 1
];(—1)k+11n(1+k>=;1n(1+2k_1>—1n<1+2k>
et donc
e 1 to2%k 2k 1 ook
;(_1) 1n(1+k):1n<kl;[121c—121€—|-1>:1n 2n+1<k1;[12k—1>

Enfin par la formule du Wallis, on obtient



a) Puisque v € £1(Z), v, T‘- 0 et donc (v,) est bornée par un certain M.
T

=]
On a |ugvn_k| < M |ug| done la famille (upvn_p)rez est sommable.
b) Pour chaque k € Z, la famille (|ugv,_p|),cz est sommable avec

> lwrvnk| = lue] Y Joni| = |ux] Y Jva|

nef ned nck

et la famille (|m} Y. |vﬂ[) est aussi sommable, donc, par sommation par
n ked
paquets, la famille (upv,_p)n k)cze est sommable.

Par sommation par paquets
Y luwvn gl =) |uk| Joni| < 400
(m.k)eE? nek kel
Puisque

kcE

= Z || |t

ke

on a obtient u « v € £1(Z).
De plus, par sommation par paquets

DICTTITED 3) ST 3) prremn

in,k)cE? nef kel keZnek
ce qui donne
Z (& * v)p = Zukan_k =Zuk2w
nek ke ncf keh el
¢)Ona
(% v), = Z upty = (v * )y
k4+f=n
et
((u* v) * w), = z UpVitlm = (U * (U % w))g
k4i4tm=n

Pour ¢ définie par £, = 4, 5, u * £ = u donc ¢ est élément neutre.

d) Considérons u définie par un, = do.n — d1.n.

Si u est inversible et v son inverse, la relation u « v = ¢ donne

Un —VUn_1 =E&x = 601:1.'

Par suite pour tout n € M, v, = vy et puisque v,, ——— 0, pour tout

n— 4o
n € M, v, = 0. De méme pour tout n < 0,v,, =0

Mais alors, pour n =10, vy, — vy_1 = dp 5, donne 0 =1.
L’élément u n’est pas inversible et done (£'(Z), ) n’est pas un groupe.



Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique

1 s S
B 2.11-.-1k
1_zzn+T T =
k=0
et donc
4o T e
> o Z Z REY DA
S o
n=>0 ! - n=0 k=0

Tout entier naturel non nul p s’écrit de facon unique sous la forme
p=2"(2k+1) avec n,k e N

On peut donc affirmer que M* est la réunion des ensembles deux A deux disjoints
suivants

Ay = {2%(2k + 1)/k € N}

Puisque la famille (7)p=n+ est sommable, on peut sommer par paquets et écrire

+oe oo
Z 250 30 D 3 D
n=0mcAdn n=0 k=0

Finalement

2!1.

+oo +aa

z _ ro_ 4
2L
n=I0 p=1




Série entiere et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de > cos((n + 1}a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée
donc R = 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

d(n) /U donc Kg < 1d(n) £ n et le rayon de convergence de 3 nz™ étant égal a
nzl
1 on a aussi H; = 1. On peut conclure B; = 1.



La suite (a,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car +/3 n'est pas un nombre
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ¥ a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z".

En revanche 3" a,1™ diverge car (a,) ne tend par (.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme
pour x = —1.

On conclut que 'intervalle cherché est

]_1!1[



a) un(z) = “;—;{'—13“. Pour tout z # 0, %l — % donc R =3.

b) un(z) = 2"~ Pour tout z € C, nu, (z) = 0 donc R = 4o0.

¢) un(z) = B222 Pour tout z # 0, u;*Er;']l} = ]“E]’::U {nil]‘ |z| - |z[ done
R=1

d) u,(z) = 2, z*". Pour tout z # 0, “;:E}E;] — i“::‘}'n |z]* = e|z]* donc

R= ‘”3.

a) un(z) =mnlz". Pc:ur tout = # 0, }“LJrEi]z_]

n

(n+ 1) |z| = 4oc donc R =10.

b) u,(z) = z™. Pour tout z # 0, '-“;—Ez(f] = 'JE“;:"E_]‘_[E}’.E"'U || — 4 |z| done
n mn

R=1/4.

c) u,(z) = T[%'F‘}l;z" Pour tout z # 0, “;:Ez[]z] {3“+3}Eiﬂ+‘?][3“+h lz] = 27|z

donc R = 1/27.

In{nd1} Inm

d) “V/AFT— i =ewninntl) _klnn — ohlnn (5252 _ 1) or
lipn n4t1 Inint+1 Inn __ Inn lﬂ{1+1-'rﬂ}l Inn
exnn 5 1 done “WnFI— {n~ 2oLl — e meE) v e — T

Par suite R = 1.

a) Posons

8 1 sin est un carré
0 sinon

(2r) ne tend par vers ) donc R £ 1 mais (a,) est borné donc R = 1. Finalement
H=1

b) Posons a, = sinn.

(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (an) est borné donc R = 1. Finalement
H=1

c¢) Posons a, = (sinn)/ nZ.

(ar) est bornée donc R = 1.

Pour |z| > 1, la suite (5’"“ |2] ) ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne tend
pas vers (. On en deduit R < 1 et ﬁna.iement =1



Notons R’ le rayon de convergence de ¥ a, 2°"

Pour |z| < VR, |2%| < Ret donc ¥ an(2%)" = ¥ an2™™ est absolument
convergente.

Pour |z| > VR, |22I > Ret donec ¥ a,(2?)" =Y a,2?" est grossiérement
divergente.

On en déduit B’ = v/R.

. . ——

Montrons par double inégalité que le rayon de convergence B de ¥ a2z™ vaut

R = R?

Soit |z| < R.
Puisque la série numérique > anz™ est absolument convergente, on a anz™ — 0 et

donc a22?" — 0.
Or pour |Z| > R', on sait que la suite (a2Z™) n'est pas bornée. On en déduit

|2 = R' et donc
R<vVR

|z

Soit |z| < V.

On a |z| < R' et donc |a2z®"| = 0 puis |a,2"| — 0. On en déduit |z| < R et donc

vR' = R
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