


Exercice 10 : [énoncé]
Soulignons que les termes sommés pour définir la série entière ont un sens car
l’irrationalité de α donne

∀n ∈ N
⋆, sin(nπα) 6= 0

a) Puisque
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la série entière
∑

n>1

x
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sin(nπα) diverge grossièrement en 1 et donc Rα 6 1.

b) Par une récurrence facile, on montre un > n + 1 pour tout n ∈ N
⋆. On a alors
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c) On a
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et puisque la suite (un) est croissante
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Exercice 1 : [énoncé]
a) R = 1.
b) Pour x ∈ ]−1, 1[, on a

(1 + x)S(x) =
+∞
∑

n=2

(−1)n ln(n)xn +

+∞
∑

n=2

(−1)n ln(n)xn+1

Après décalage d’indice et réunion des deux sommes

(1 + x)S(x) =

+∞
∑

n=1

(−1)n+1 (ln(n + 1) − ln(n)) xn+1

ce qui conduit à la relation demandée.
c) Posons

gn(x) = (−1)n+1 ln

(

1 +
1

n

)

xn+1

ce qui définit gn : [0, 1] → R continue.
A l’aide du critère spécial des séries alternées, on montre que la série de fonctions
∑

gn converge uniformément sur [0, 1] ce qui assure que sa somme est continue.
On en déduit par opérations sur les limites
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d) En regroupant les termes d’indices impairs et pairs consécutifs
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Enfin par la formule du Wallis, on obtient

lim
x→1−

S(x) =
1

2
ln

π
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