Par contraposée. Supposons que f ne soit par continue., 'application linéaire f
n’est donc pas continue en 0 et par suite il existe ¢ > 0 vérifiant

Ya > 0,3z € E,

2l S aet |[f(z)]| > ¢

Pour a = 1/n, il existe z,, € E tel que ||z,|| < 1/n et | f(z,)| > €.

Considérons alors y,, = \/nx,,.

On a ||y, < 1/v/n donc y, — 0 et || f(y,)|| > v/ne — +oc.

Ainsi (y,) est une suite convergeant vers () dont la suite image (f(y,)) n’est pas
bornée.



La continuité de 'application linéaire Idg de (E., Ny) vers (E, Na) équivaut a
I'existence d’'un réel o > 0 vérifiant No(x) < aNi(z) pour tout x € E. La
propriété annoncée est alors immeédiate.



Soit = € ker(u — Id) N Im(u — Id).
On peut écrire = u(a) — a pour un certain a € E et on a u(x) = z.
Pour tout k € N, la propriété u*(z) = x donne

u"t(a) — u*(a) = z
En sommant ces relations pour k allant de 0 jusqu'a n — 1, on obtient
u(a) —a=nx

et done i i 5
= _ |lu™(a) — al| < = (||u" < —
el = = llu"(@) - all < = (lu"(@)]) + llall) < = |lall =0

Ainsi = 0 et done ker(u — Id) N Im(u — Id) = {0}.
De plus, par la formule du rang

dimker(u — Id) 4+ dim Im(u — Id) = dim F

et donc les deux espaces ker(u — Id) et Im(u — Id) sont supplémentaires.



Par l'absurde, supposons rgp # rgg et, quitte a échanger, ramenons-nous au cas
on rgp < rgq.
Par la formule du rang
dim F — dim ker p < rggq
et donc
dim F < dim ker p + rgg

On en déduit que les espaces ker p et Img ne sont pas supplémentaires et donc il
existe un vecteur x # O vérifiant

x € ker p N Img

On a alors
(p—q)(z) =p(z) —q(z) = —2
donc
N((p —q)(z)) = N(z)
Or
N((p—q)(z)) < N(z)
C’est absurde.



Ty : B — I est bien définie et est clairement linéaire. Par I'inegalité de
Cauchy-Schwarz,

Tl )] < el I £l

done T, est continue,



Pour tout f € E, 1
lo(f)] = f Lf()] dt < |11
[}

done ¢ est continue.



a) L'application Ny : R[X] — E™ est bien définie car la somme se limite & un
nombre fini de termes non nuls,
Si Ny(P) = 0 alors

ke Z, PYEN0) =0

e +
=]
p{h‘][{]] "
P="%" T
fe=10)
done P = (.

Soient P, () € R[X].

NP+ Q) =3 |P®(0) + QM (0)| < % |P®(0) + [@®(0)|
k=0 =

done

Ni(P+Q) < fl [“m}|++fli:?“"{m|= 1(P) + N (Q)
k=0 k=0

Soient PER[X] et AcR

4+ + o0
Ni(AP) =Y 1,11?“”{1})‘ =Y |P*“[n}] = |A| N (P
f=(] fe=I}

Finalement N est une norme.
L’application Ny : R[X]| — B™ est bien définie car une fonetion continue sur un
segment v est bornde,
Si Na(P) = 0 alors
vt e [-1,1].P(t) =

Par infinité de racines P = ().
Soient P, ) € R[X].

Np(P+Q)= sup |[P(t)+Q(t) < sup [P(t)]+]Q(t)
tef—1,1] te[—1.1]



done
Na(P+Q)< sup |P(t)+ sup |Q(t)] = Nz(P)+ NalQ)

te|—1,1] tel—1.1]

Soient PeR[X| et Ac R

Np(AP) = sup |AP(t)] = sup [A||P(t) = |A| sup |P(f)] = |A| No(P
tel—1.1] tel—1.1) rtef—1.1]

Finalement N est aussi norme.
b) Notons D : R [X] — R [X] l'opération de dérivation.

=+ 3 + o 4
VP eR[X].Ni(D(P) =) lD[P}”‘"{ﬂ}‘ =" |F“"+”{u}| <Y |PH0)] =V
fe=I[} fe=Lh k=01

done 'endomorphisme [ est continu pour la norme Ny,

¢} Soit P, = X™. On a D(F,) = nX"! donc No(P,) =1 et
NafD(P,)) =n — +0c.

Par suite Nendomorphisme D n'est pas continu pour Na.

d) Par ce qui précede, les normes ne sont pas équivalentes. Néanmoins

Pi= Z m“':'x" done

$= P00

P <3

= Ni(F)
k=l

done
Na(P) < Ny (P)

(Cest 14 1a seule (et la meilleure) comparaison possible.



