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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Preuve du théoréme caractérisant la continuité des applications linéaires.

Soient (E,|| - ||) un espace normé de dimension finie et v un endomorphisme de E
vérifiant :
Ve € B, [lu(@)|] < ||2]]-

Montrer que les espaces Ker(u — Id) et Im(u — Id ) sont supplémentaires.

Soit E = C°([0,1],R).
1. On munit E de || - ||; définie par :

1
v e Bl = [ Iree
0
Soit g 'application définie sur E par :

V€ B, g(f) = /0 F(tytt.

Montrer que || - ||; est une norme puis que g est une forme linéaire continue.

2. On munit £ de || - ||2. Soit T" 'application définie sur E par :

Vi€ B,T(f) = / F(t)e(t)dt

avec ¢ un élément fixé de E. Montrer que T est une forme linéaire continue.
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Soit £ = C°([0,1],R). On munit E de || - ||;. Soit u Papplication définie sur F par :

Vf € BVz € [0,1], (u(f))(z)= /0 F()dt.

Montrer que u est un endomorphisme continu de E et calculer ||u||. Pour la minoration
de ||u||, on se contentera d’exposer la démarche a l’oral.

Soit E un espace normé. Montrer que N; et Ny, deux normes sur F sont équivalentes si,
et seulement si, Id g est .... de ... vers .... et aussi .... de ... vers ....

Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E, espace muni d’'une norme N.

On suppose :
Ve € E, N((p—q)(z)) < N(x).

Montrer que p et ¢ sont de méme rang.
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Soit A = Diag (A1, ,Ay) € M, (C). On munit C de || - ||oo. Montrer que :
1Al = p(A)

ou p(A) désigne le rayon spectral de A.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f € L(FE,F). On suppose que pour
toute suite (uy,)nen tendant vers 0, (f(wn,))nen est bornée. Montrer que f est continue.

Pour tout P de R[X], on pose :

Ni(P) =) |P*0)] et Nyp(P)=Sup s_1y(|P(®)]).

1. Montrer que N; et Ny sont deux normes sur R[X].
2. Montrer que la dérivation est continue pour Nj.
3. Montrer que la dérivation n’est pas continue pour Ns.

4. Ny et Ny sont-elles équivalentes ?



