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Colles de mathématiques de M Bacquelin

Soit α ∈ R∗
+. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur α pour que la famille

suivante soit sommable : (
1

(p+ q)α

)
(p,q)∈(N⋆)2

.

Question de cours

Existence et valeur de :
+∞∑
n=0

(n+ 1)3−n.

Exercice 1

1. Soit p un entier supérieur à 1. Justifier que
∑

n∈N⋆avec n̸=p

1

n2 − p2
=

3

4p2
.

2. En déduire que :
+∞∑
p=1

∑
n∈N⋆avec n̸=p

1

n2 − p2
̸=

+∞∑
n=1

∑
p∈N⋆avec p̸=n

1

n2 − p2
.

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
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Justifier l’égalité suivante :
+∞∑
n=1

+∞∑
k=n

1

k3
= ζ(2).

Question de cours

Existence et valeur de : ∑
(p,q)∈N×N⋆

1

(p+ q2)(p+ q2 + 1)
.

Exercice 1

1. Soit α un réel,
+∞∑
n=0

+∞∑
k=n+1

1

kα
existe-t-elle ?

2. En cas d’existence, comparer
+∞∑
n=0

+∞∑
k=n+1

1

kα
et

+∞∑
p=1

1

pα−1
.

Exercice 2
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Montrer que x 7→ ee
x est développable en série entière et donner son développement.

Question de cours

1. Calculer
+∞∑
p=0

+∞∑
q=0

(
2p+ 1

p+ q + 2
− p

p+ q + 1
− p+ 1

p+ q + 3

)
.

2. Calculer
+∞∑
q=0

+∞∑
p=0

(
2p+ 1

p+ q + 2
− p

p+ q + 1
− p+ 1

p+ q + 3

)
.

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 1

On note ℓ(Z) l’ensemble des suites complexes sommables. Soient u et v deux éléments
de ℓ(Z).

1. Montrer que pour tout entier n, la famille (ukvn−k)k∈Z est sommable.

2. On pose (u⋆v)n =
∑
k∈Z

ukvn−k. Montrer que u⋆v est une suite complexe sommable

et que : ∑
n∈Z

(u ⋆ v)n =
∑
n∈Z

un

∑
n∈Z

vn.

3. Montrer que la loi ⋆ ainsi définie est commutative, associative et possède un neutre.
4. (ℓ(Z), ⋆) est-il un groupe ?

Exercice 2


